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2. Elementare Gleichungen
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2. Elementare Gleichungen

Elementare Gleichungen
Definition

Eine Gleichung, in der die Unbekannte (z.B. x, y, z) nur mit Zahlen multipliziert und
addiert wird, und nicht mit sich selbst heil3t lineare Gleichung mit einer Unbekannten.

Ist die Gleichung linear?

a 4x—-7=9 V

X A
b. _—11+5a—3=x ) a ek —;A"X +da-3= X 4

¢ 7+x-x=3 X

d x(3+2x)=4 K

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r
Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Landern



2. Elementare Gleichungen

Elementare Gleichungen
Aquivalente Umformungen

Die Losungsmenge einer Gleichung bleibt unverandert, wenn folgende Rechenoperationen durchgefiihrt
werden:

1. Addition der gleichen Zahl auf beiden Seiten der Gleichung
2. Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit einer Zahl ungleich Null

Fiir eine umgeformte Gleichung der Art @ - & = b gibt folgende drei Losungsmaoglichkeiten:

l.a#l=z= f-; ist die einzige Losung.
2.a=0;0#0=0-2=10+#0, d.h. es gibt keine Lésung.

3.a=0;b=0=0-2=0, d.h. es gibt unendlich viele Lésungen.
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2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Eindeutige Losung

Losen Sie die folgende Gleichung:

2-(x+3)=x—(14+3x)
2x+6=x—-—1-—3x
2x+6=-2x—1

4x +6 = —1
4x = -7
x=-1,75
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2. Elementare Gleichungen

Beispiele

Eindeutige Losung l
Hochschul

Lésen Sie die folgende Gleichung: Flensburg

University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

2 (x + 3) =X~ (1 + 3)(,') & Innovative'.J
y [ ame Wl{}%ﬂ(&lﬁuﬁ. Hochschule

o w+6=x—1-3x | Hammen W/}{fom, T

o 2x+6=-2x—1 | *&*

o 4x+6=-1 | -6

& 4x=-7 | A4

S x=-1,75

\

Prole dwdffu/ﬁrm :
finke Jite:  2-(-4¥5+3) - 44,452 4,5
rechle S&k Do-445 - (’(+3'["/:¥5))’—1.45-(4—-5,.25):_2‘15-}*5:.?5'?,?,5 l/



2. Elementare Gleichungen

Beispiele

Allgemeingiiltige Gleichungen — unendlich viele Losungen

Losen Sie die folgende Gleichung:

(x —4)? =x?>—-8x+16
x> —8x+16=x%>—-8x+ 16
0=0

- Die Gleichung ist allgemeingiiltig.
- Jede Zahl 16st die Gleichung.

—> x ist beliebig

2> L=R
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2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Nicht-l6sbare Gleichungen

Losen Sie die folgende Gleichung:

2x+3)=2(x—-5)
2x +6=2x—10
6 ?é —10 falsche Aussage Z

- Die Gleichung ist nicht I6sbar.
- Keine Zahl 16st die Gleichung.

= L =@ ={} DieLésungsmenge ist eine leere Menge.
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2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Textaufgabe .
. . . . .. . . Hochschule
Viele Probleme und Aufgaben kann man mit Gleichungen beschreiben und lI6sen. Die passende Gleichung Flensburg
. . e e g .. . niversity o
zu finden ist dabei haufig der schwierigste Schritt. Gleichung aufstellen: Applied Sciences
F'I'Ob|er|‘|: B 1. Variable festlegen ausgezeichnet als: -
Die Seiten eines Quadrates werden alle um 2] 24 cm® ~Die Seiten eines Quadrates ... X Innovative J
2 cm verlangert. Dabei vergroBert sich 2. Passende Terme finden Hochschule
8 i 2 Von Bund umd Lindern
de.r FIthenlr:halt um 24 cm®. Von welcher o BRGHE U 2 WA 0 5D
Seitenldange ist man ausgegangen? alter Flacheninhalt: x?
&l i . neuer Flicheninhalt: (x + 2)°
| 3. Gleichung aufstellen
Gleichung lésen: fx+2F =x+24
1. Terme vereinfachen (z. B. Klammern auflésen oder Terme zusammenfassen)

2. Aquivalenzumformungen anwenden

» Du kannst auf beiden Seiten der Gleichung die gleiche Zafi oder den gleichen Term addieren
oder subtrafieren.

s Du kannst beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Zahi (£ 0) muftiplizieren,

® Du kannst beide Seiten der Gleichung durch die glefche Zahl (= 0) dividieren.

(x+2¢ =x'+24 Terme vereinfachen
wrtdx+d4=x2+24 |-x°
4x+4=24 -4 b Aquivalenzumformungen
4x =20 |:4 /
x =5

10



2. Elementare Gleichungen

Beispiele

Textaufgabe .
Hochschule

Viele Probleme und Aufgaben kann man mit Gleichungen beschreiben und lI6sen. Die passende Gleichung Flensburg

University of
Applied Sciences

zu finden ist dabei haufig der schwierigste Schritt. Gleichung aufstellen:

Problem - =4 1 s Varia ble festlEgen ausgezeichnet als:
: i : 2 . Pi TS : i [ )
Die Seiten eines Quadrates werden alle um 2] 24 om? Losung: Die «Die Seiten eines Quadrates ...": X Innovative J
2 cm verlangert. Dabei ‘-J’EFEIZE’E"Ert sich Seitenldnge des 2. Passende Terme finden IE-Iogcnf]rsc:u{ltet
de.r FIthenlr:halt um 24 cme. Vun?welcher » urspriinglichen o GG U B A W s Son Bund uné Landern
Seitenldnge ist man ausgegangen: Quadrates Sar Flachanict 2
. e B betréigt 5 cm. neuer Flacheninhalt: {x + 2)°
| 3. Gleichung aufstellen

Gleichung lésen: (X + 27 = x? + 24
1. Terme vereinfachen (z. B. Klammern auflésen oder Terme zusammenfassen)
2. Aquivalenzumformungen anwenden Probe:

» Du kannst auf beiden Seiten der Gleichung die gleiche Zafi oder den gleichen Term addieren 24 om? Problemprobe

oder subtrafieren. .'

s Du kannst beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Zahi (£ 0) muftiplizieren, S

® Du kannst beide Seiten der Gleichung durch die glefche Zahl (= 0) dividieren.

(x+2y¥ =xt+24 Terme vereinfachen

Wirdx+d=x2+24 | _,;2\\ Linke Seite: Einsetzprobe

4x+4=24 | -4 — Aquivalenzumformungen (5 +2) =489
4% =20 l:4 - Rechle Seite:
X = 5 5%424=49 Stimmt!
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2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Textaufgaben: Gleichungen mit Prozenten .
Hochschule
1 “ lensbur;
Abnahme um 15% heif3t ,- 0,85 flniversitfrof
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Zunahme um 16% heildt ,,- 1,16“ |
»
I{Inngvahti\lie ol
Finden Sie zu den Meldungen einfache Gleichungen und lésen Sie diese: ochschurie
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a. Die Zahl der Wildunfalle hat um 25% auf 380 abgenommen!

b. Nach einer 10-prozentigen Preiserhohung bieten wir nun Pauschalreisen ab 770€ an!

c. Inklusive 16% Mehrwertsteuer kostet das 58€ ...

d. Zuerst haben wir den Preis fliir den Wagen um 20% gesenkt, vor der Werbeaktion dann aber doch
noch mal um 15% erhoht. So konnten wir fiir 4600€ verkaufen.
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Finden Sie zu den Meldungen einfache Gleichungen und I6sen Sie diese: IR

a. Die Zahl der Wildunfalle hat um 25% auf 380 abgenommen! —
X 2 Jodd der Wﬂe, wor der Moohme " > - 0/{5’)( = 390 ¢=> 0‘-\’5')(:3)90 = x=506,6
b. Nach einer 10-prozentigen Preiserhhung bieten wir nun Pauschalreisen ab 770€ an!

A4y - 0+

c. Inklusive 16% Mehrwertsteuer kostet das 58€ ...

d. Zuerst haben wir den Preis fliir den Wagen um 20% gesenkt, vor der Werbeaktion dann aber doch
noch mal um 15% erhoht. So konnten wir fiir 4600€ verkaufen.
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2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Textaufgaben: Gleichungen mit Prozenten

Abnahme um 15% heif3t ,- 0,85
Zunahme um 16% heilRt ,,- 1,16

Finden Sie zu den Meldungen einfache Gleichungen und I6sen Sie diese:
a. Die Zahl der Wildunfalle hat um 25% auf 380 abgenommen!
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X 2 . oAk der Wﬂb wor der anajwmu S Y- 0/{5')( = 390 ¢=> 01-75')(:3)?0 = x=506)6

b. Nach einer 10-prozentigen Preiserhohung bieten wir nun Pauschalreisen ab 770€ an!
x 2 Prus wor der Mw/ﬁw? > 44X =480 = x=Jope
c. Inklusive 16% Mehrwertsteuer kostet das 58€ ...
x- A 46 = 5% =
d. Zuerst haben wir den Preis fliir den Wagen um 20% gesenkt, vor der Werbeaktion dann aber doch
noch mal um 15% erhoht. So konnten wir fiir 4600€ verkaufen.
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X 2 . oAk der Wﬂb wor der anajwmu S Y- 0/{5')( = 390 ¢=> 01-75')(:3)?0 = x=506)6

b. Nach einer 10-prozentigen Preiserhohung bieten wir nun Pauschalreisen ab 770€ an!

x 2 Prus wor der szﬁw? > 44X =340 = x=J0pe

c. Inklusive 16% Mehrwertsteuer kostet das 58€ ...
X ¢, Pres obme MuSt = 416.x-58 = X = ho€

d. Zuerst haben wir den Preis fliir den Wagen um 20% gesenkt, vor der Werbeaktion dann aber doch
noch mal um 15% erhoht. So konnten wir fiir 4600€ verkaufen.

X 005 =Y boo
X045
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2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Textaufgaben: Gleichungen mit Prozenten

Abnahme um 15% heif3t ,- 0,85
Zunahme um 16% heilRt ,,- 1,16

Finden Sie zu den Meldungen einfache Gleichungen und I6sen Sie diese:

a. Die Zahl der Wildunfalle hat um 25% auf 380 abgenommen!
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X 2 . oAk der Wﬂb wor der analwmu S Y- 0/{5')( = 390 ¢=> 01-75')(:3)?0 = x=506)6'

b. Nach einer 10-prozentigen P(eiserhéhung bieten wir nun Pauschalreisen ab 770€ an!
Y 4 \ Priis wor der fr/{w/fwn? = 414 X=490 = x=J00D&
c. Inklusive 16% Mehrwertsteuer kostet das 58€ ...
X ¢, Pres olme MuSt = 416.x-58 = X = ho€
d. Zuerst haben wir den Preis fliir den Wagen um 20% gesenkt, vor der Werbeaktion dann aber doch
noch mal um 15% erhoht. So konnten wir flir 4600€ verkaufen.
x =, Prus  vor  der Stion
(0,8x) 4,45 -4600 => 094X~ 4600 = x-= 5v00€
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3. Anordnung und Betrag
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3. Anordnung und Betrag

Anordnung

Briche ordnen

Die reellen Zahlen (R) lassen sich der GroRe nach ordnen:

a<b, a=b, b<a.

Fir zwei reelle Zahlen trifft genau eine der folgenden drei Moglichkeiten zu:

Eine Zahl a ist kleiner als eine Zahl b, wenn a auf der Zahlengerade links von b liegt.

Briiche gleichnamig machen und nach der Grélke der Zahler ordnen.
2 51 3 8 10 a 9 6 8 9 10
3623 TR RREZTE T2 ez
E R ' f
| | B |
H i l i E
i :
0 2 3 4 B 1
| 'IELET 8 9 10 |
! “’1( — 12 et
i . | A
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3. Anordnung und Betrag

Anordnung
Gesetze l
. . . . Hochschule
Fir die Kleiner-Relation gelten folgende Gesetze: : Flensburg

University of
Applied Sciences

a<bund b<e > a<vc Transitivgesetz, S
: i ~
a<bhb = a+c <b+cMonotonie der Addition, IHOTOtvEis
: s g Hochschule
a<bund ¢c>0 = ac<bc Monotonie der Multiplikation. e gz e

Wir zeigen hier die offensichtlich falsche Aussage: ""Null ist groRRer als jede beliebige Zahl”,
Es sei a eine beliebige positive Zahl.

e | - (—a)
a >0 )
- ( —a?+ad—a? | +a?
<O >-a? |
U

a<0



3. Anordnung und Betrag

Anordnung
Gesetze

Fir die Kleiner-Relation gelten folgende Gesetze: :

i< b iind b< = a4<=¢

a<bund ¢c>0 = ac<bc

Transitivgesetz,

a<bhb = a+c <b+cMonotonie der Addition,

Monotonie der Multiplikation.

Wir zeigen hier die offensichtlich falsche Aussage: ""Null ist groRRer als jede beliebige Zahl”,

Es sei a eine beliebige positive Zahl.

a—l<ia | - (—a)

—a?+a<—-a? | +a?

X Die erste Folgerung ist unzuldssig, denn hier wird mit einer negativen Zahl multipliziert und dabei ist

das Ungleichheitszeichen umzudrehen.

V Die zweite Folgerung ist zulassig.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

" N |
nnovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Landern



3. Anordnung und Betrag

Anordnung

Ungleichungen

Multipliziert man eine Ungleichung mit einer Zahl, die kleiner als Null ist, dann wird ein
Kleiner-Zeichen zum GroRer-Zeichen oder umgekehrt:
a<b und ¢c<0 = ac> bc.

Welche x erfiillen die folgende Ungleichung?

Br+1<2 | -4
& el l-(_i)
3
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3. Anordnung und Betrag

Betrag
Definition und Eigenschaften

Fir den Betrag einer Zahl a gilt folgendes:

a ,a=0,
|a| =
= ;a<0.

Entfernung zur 0

30 . 20

! |
I ¥ L

A b e L

=30 0 20

|-%0| < %0 | ol = Lo

Der Betrag einer Zahl gibt an, wie weit sie von
der O entfernt ist. Der Betrag ist nie negativ.

Eigenschaften des Betrags

'—'l.

. |al =0

a2

. |-a] = a|

s

. |a- b = |a - |b]

I

. |la+ b < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)
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3. Anordnung und Betrag

Betrag
Betragsgleichungen

Der Betrag |a — b| gibt den Abstand von a zu b an. Ist a = b, so ist der Abstand gleich a — b. Ist jedoch
b > a, so ist der Abstand gleich b — a. Durch den Betrag werden beide Falle zusammengefasst:

a ,d=9
la| = = |la—b|=
=g ;a<t.

a—b a=h,

—(a—b)=b—a, a<b.

a-+~£ ﬁfa&(;; &-—é’;g > axb
-4 = g
1 , "(&*I&J/M a-4<co > o ¢ b
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3. Anordnung und Betrag

Betrag
Betragsgleichungen

Der Betrag |a — b| gibt den Abstand von a zu b an. Ist a = b, so ist der Abstand gleich a — b. Ist jedoch
b > a, so ist der Abstand gleich b — a. Durch den Betrag werden beide Falle zusammengefasst:

a ,a=0, a—b, a=h,

= a—b|=
|a’| —a ‘a<0. = | | —({I—b)=b—ﬂ, ﬂ,{:b
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Beispiel 1: Welche x erfiillen die Gleichung |x — 3| = 1?

Offensichtlich werden gerade die Zahlen gesucht, die von der Zahl 3 den Abstand 1 besitzen.
Geht man also von 3 um 1 nach links bzw. rechts, so erhalt man die Lésungen x = 2 und x = 4.

Mit der Definition des Betrags rechnen wir nach:
=1 9

x—3|=
| | —(x—3)= —x+3, ..

@ Fugx@=3ilautet die Gleichung:x —3 =1 & x=4. v

C‘(DFUF?C<3IautetdieGIeichungi—x'|'3:1 S x=2 V U‘: { 2, Lllj



3. Anordnung und Betrag

Betrag

Betragsgleichungen

Beispiel 2: Welche x erfiillen die Gleichung 3|2x + 1| = |x — 5]|?

Um die Betragsstriche mit Hilfe der Definition aufzulésen, berechnen wir zunachst:

1
2x+1=0(=>x=—§

und x —-5=0 &< x=5

2x+1<0

Fall(1) Fall(2)

-4 io q |
- F
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3. Anordnung und Betrag

Betrag
Betragsgleichungen

Beispiel 2: Welche x erfiillen die Gleichung 3|2x + 1| = |x — 5]|?

Um die Betragsstriche mit Hilfe der Definition aufzulésen, berechnen wir zunachst:

1
2x+1=0(=>x=—§

und x —-5=0 &< x=5

2x+1<0

Fall(1) Fall(2)

1
l:].:] X‘::—E
(2) -3<x<5

= 2x+1<0undx-5<0,

= 2x+1=20undx—-5<0,

= 2x+1=0undx—-5=0.
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3. Anordnung und Betrag

Betrag
Betragsgleichungen

Beispiel 2: Welche x erfiillen die Gleichung 3|2x + 1| = |x — 5]|? 2x+1<0
Um die Betragsstriche mit Hilfe der Definition aufzulésen, berechnen wir zunichst: | = ¢ * ° *®
1 x—5<0
2x+1=0<=>x=—§ und x —-5=0 & x =5 —_—t—.
5
Im Fall (1) lautet die Gleichung: Fa_”l"“ ]LFam'\.' || n
8 =a: o 4 8 12
122 rN)E <8 & = 8 o x=—z. -3 5
Wir unterscheiden also die drei Félle
Im Fall (2) lautet die Gleichung:
1
(2) —%‘_:xﬁ::E = 2x+1=0undx-5<0,
Im Fall (3) lautet die Gleichung: . 3) XS5 o B g sppseeds s
2T =x=F & “h=8 & x= g
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3. Anordnung und Betrag

Intervalle
Definition

Ein Intervall besteht aus allen Zahlen, die zwischen den im Intervall angegebenen Grenzen liegen.
Je nach Art der Klammern gehdéren die Grenzen dazu oder nicht. Fiir a < b existieren folgende

Intervalle:

» abgeschlossen: [a;b] = {zeR |a < o < b}
> offen:]a: h[: {zeR|a<x<b}
» links halboffen: |a;b] = {reR|a < z < b}

» rechts halboffen: [a:b] = {zeR|a < z < b}

A
Xzb

a

Q
mg

mg

v

v

S Tt

v

xe [a,b]
xe (a,b)
ce (2, 4]
ke [ @&, ’é)

celd,
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