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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Definition am rechtwinkligen Dreieck (fiir Winkel von 0 bis 90 Grad)

Sinus o

Kosinus o

Tangens a

Kotangens o

Sin oy

COS 0

tar o

a  Gegenkathete

Hypotenuse
B Ankathete

_ Gegenkathete  sina

¢
b
c Hypotenuse
a
b

Ankathete  cosa

_ 1 et
tanb il

L

O Gegen kathele @
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Bogenmal} .
Ein Winkel a kann entweder im Gradmal oder im Bogenmald gemessen werden. gochzchtgxle
b University of
Das BogenmalR x des Winkels « ist das Verhaltnis der Bogenlange zum T ’ Applied Sciences
Radius am Kreisausschnitt mit Mittelpunktswinkel a: (&1 ﬂ ausgezcichnet as
[
by b, b ' Innovative J
X=—=——=- Hochschule
7'1 T'z T' Eine gemeinsame Initiative
T‘ von Bund und Landern
x ist eine dimensionslose GroRe, unabhangig vom Kreisradius 7. I&q . A3+2 7
=7 —
Eine volle Umdrehung:|a = 360} = Bogenmald|x = 21 3 j
Bezeichnung: Werden Gradmal$ und Bogenmal nebeneinander - [15 2 T
benutzt, so bezeichnen wir den Winkel in Gradeinheiten mit o und P 9 *'_9
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

E 9" ™
Bogenmal B Ll

3
Ein Winkel o kann entweder im Gradmal? oder im Bogenmal? gemessen werden. Hochschule
ensburg
bZ University pf
Das Bogenmal® x des Winkels « ist das Verhaltnis der Bogenlange zum ) Applied Sciences
Radius am Kreisausschnitt mit Mittelpunktswinkel o £ ﬁ ausgezeichnet ls:
r
by b, b Innovative J
X=—=—=- Hochschule
noor T [
r

x ist eine dimensionslose GroRe, unabhangig vom Kreisradius 7.
Eine volle Umdrehung: a« = 360° = BogenmalR x = 21 Beispiel a): Gradmaf > Bogenmaf
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Bogenmal} .

Ein Winkel a kann entweder im Gradmal oder im Bogenmald gemessen werden.
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x ist eine dimensionslose Grol3e, unabhangig vom Kreisradius 7.
Beispi ; 2> B
Eine volle Umdrehung: a« = 360° = BogenmalR x = 21 eispiel a): GradmaR ogenmafd

Bezeichnung: Werden Gradmald und Bogenmal} nebeneinander

a| 90° | 450 | 110° | 27,5 |

benutzt, so bezeichnen wir den Winkel in Gradeinheiten mit a und x| T T |11 0,48
in Bogeneinheiten mit x (,,Radiant”, abgekurzt ,rad”) 2 4 | 18"
Umrechnungsformel:

Beispiel b): Bogenmall > Gradmali

a X 0 T
0~ a = 180 - X X =7g00 %
360 21 T 180 X n 1 2,5
3
o« | 60° | 57,3° | 143,24

Winkel werden immer gegen den Uhrzeigersinn als positiv betrachtet.




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Bogenmal} - Wichtige Umrechnungen

—> Einige Bogenmal-Werte sind besonders.
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- Die Werte aus der Tabelle sollten Sie im Kopf haben! Applied Sciences
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad) .

Hochschule
Flensburg
University of
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1 ausgezeichnet als:
* Einheitskreis - ein Kreis im kartesischen ry
p Koordinatensystem mit Radiusr = 1 Innovative
Hochschule
* Wir stellen uns einen Punkt P vor, der Ene gemensame Intate
1 1 sich auf dem Kreisrand gegen
5 > X Uhrzeigesinn dreht und halten ihnin

einer Position fest.




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

Ein Lot vom Punkt P auf die x-Achse

Es entsteht ein rechtwinkliges Dreieck

Wir betrachten den Winkel &« = POP’
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad) .

Sinus
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* Somit ist Sinus die Projektion auf die
y-Achse

* Wenn der Punkt P sich weiter bewegt,
verandert sich entsprechend die
Projektion auf die y-Achse.

e Somit kann sin @ maximal 1 ftr 90°
und minimal -1 fir 270° werden.
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

Kosinus
y
N
1 or' 0P _
cosa = = =
f P 0) 1
: sin a * Somit ist Kosinus die Projektion auf
-1 (S S« 1 die x-Achse
; > X
0 * Wenn der Punkt P sich weiter bewegt,
verandert sich entsprechend die
Projektion auf die x-Achse.
1 * Somit kann cos @ maximal 1 fiir 0°
und minimal -1 fir 180° werden.
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

Tangens
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M tana = = = MM
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5 5> X * Tangens ist flr 0° gleich Null

* Tangens ist fur 90° nicht definiert, weil

OM‘ dann gleich Null ist. Durch Null
durfen wir nicht teilen.
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad) .
Kotangens Hochschule
Flensburg
y University of
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N 1 . . . ) . ausgezeichnet als:
= * Wir verlangern OP bis es die Gerade, die Iy
P parallel zur x-Achse verlauft, im Punkt N’ leltin L
schneidet. Eoe gosar s
-1 {a 1 * Winkel NN'O= a als Wechselwinkel
0 P’ ”X
. NN’ NN’ NN/
ON 1
-1 » Kotangens ist fuir 0° nicht definiert, denn
dann ON ist gleich Null. Durch Null dirfen
wir nicht teilen.

» Kotangens ist fiir 90° gleich Null.
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)
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y =sinx
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Sinusfunktion

f(x) =sinx

D=R

w=[-11]|

sin(—x) = —sinx

- punktsymmetrisch
Nullstellen: k - m; k € Z

Y = COST

Hochschule
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Kosinusfunktion

f(x) =cosx

7;\ —_—
D =R I~ %) - f(-g}
W, =[-1,1]

cofs(—x) = cos(x) f(—x) i ]ﬂ(x)

- achsensymmetrisch %?/Qdﬁ

= Nullstellen: % +k-m keEZ
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10. Funktionen

Anderung der Koeffizienten in der Funktion

10.8 Trigonometrische Funktionen lI

Hochschule
Flensburg
A } University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Sin (3X)
X
9 10 11 \' Cin (X-'Z)

Sin (K)

3 Sn(x)
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

|

~

|
b=

=

y=tanz
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen o (_, r | (‘ﬁ‘__ ] A
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad) { 1 —— .
! R fochache
University of
1 Applied Sciences
M 2 I
-1 a 1 ' >l 2" A 27 e Innovative'J
0 P M X . 1 - , : ‘ Hochschule
k/ 2 | von Bund und Landern
-1 Y cot z
y
N = Tangensfunktion Kotangensfunktion
/ s f(x) = tan(x) f(x) = cot(x)
-1 T — . I
IE2 0 P D=R\{—+k-n;kez} D=R\{m k; k €L}
Wr=R m (_ T cot(—x) = — cot(x)
1 tan(—x) = —tan.(x) " ¥ = punktsymmetrisch Umarso de
u/ﬂgﬂadg = punktsymmetrisch Nullstellen: * + k - 1z ?’U
Nullstellen: k - m; k € Z 2
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Wichtige Zusammenhange

Aus der Geometrie am Einheitskreis (kongruente Dreiecke) leiten wir folgende Beziehungen ab (0 <

< 90°):
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90° £ e | 180° £ | 270° £ o | 360° £ & N
[ L . . v
CoA (L = (90 _l_'() iy {jo_&) sin - Fsin(a) | —cos(a) | +£sin(a) Innovative'.’
cos | Fsin(a) | —cos(a) | Lsin(a) COS o Hochschule
(39 ) hw /f 3..9) hw (60 / tan | Feot(a) | +tan(a) | Feot(a) | + tan(o) Eie gemneame e
/}nw ) cot | Ftan(a) | Xeot(a) | Ftan(a) | £ cot{a)

Lasst man mehrere Umlaufe zu, so ergibt sich die Periodizitat der Winkelfunktionen:

- sinx und cos x sind periodisch mit der Periode 27
- tanx und cotx sind periodisch mit der Periode/®

sin{av + k- 360°) .
cos(a + k- 3607) .

tan(a + k - [180F) .
cot{a + k i':')

&} 20



10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen L Z y o
Wichtige Zusammenhange )}m(l:) t—fj - _Q;;)Z - _\)—i @—EL)?‘:O, .
—
S . . 2' Hochschule
pezielle Werte (im Kopf behalten!) Q/ > E Flonsbarg
University of

Applied Sciences
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) nnovative
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. 1 1 1
sin T 0 1 3 3 2 2 2 0 —1
1 1 1
m 1
_h’w _‘J —@_E,itanm 0 1 n.d —/3 -1 — V3 0 n.d
6/ 3

_ V3 nd ‘ d.
6 (Vs)’ lE cotz nd. V3 1 0 1 3 -1 —v3  nd. 0
- 3
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Wichtige Zusammenhange .
? ré Hochschule
Trigonometrischer Satz des Pythagoras: _ - Flensbur
/hw i’ - /{ ('D'% (i Universitg of
7 2 P Applied Sciences
‘. CM J = 4 - F\ "’ ( A) ausgezeichnet als:
Wir entnehmen der Darstellung am Einh¢itskfeis die wichtige Beziehung: L
Innovative of
. 9 l 2 Hochschule
sin“(a) + cos“(a) =1 P——

Daraus leiten wir folgende Tabelle von Umrechnungsformeln (0 < a < 90°) ab.

tin{a)

Y

! | | sinfa) | cos( ) |
sin(a) sin(a) V1 — (cos(a))?
cos{a) | /1 — (sin(a))? cos(a)

tan(a) sinfa)) V1 — (cos(a))?

cot(a) V1 - (sin

22
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10.8 Trigonometrische Funktionen
Wichtige Zusammenhange .

- hschul
Additionstheoreme : Flonsburg
: 5 University of
@t | sina | cosa | tani | coti Applied Sciences
sin -‘- :] = =in I - COS T3 Icm Ty - sin To o 0 1 0 + o ausgezeichnet als:
1 ] 1 Lol e ' Innovative"
cos [y 4::1:9) = COSIq - COSTD :mru;l - 8in g 30 L |, Y| Ve fnnovative o
1 I_ 1 . von Bund und Landern
. . 43 | — w2 | — w2 1 1
Beispiel 1: 2 |2
T T .1 V3 (0 T (R S
COS|X+—-|=COSX-COS——SInNX -SIN—-=—=-COSX ——SInx B0® | — w3 = wado | N3
3 3 3 2 2 2 2 3
g0* | 1 0 | xw | 0
Beispiel 2: 1807 D = | o + 20
. . . . . 270 -1 0 o 4]
sin(2x) = sin(x + x) = sinx - cosx + sinx - cosx = 2sinx - cos x it
Doppelwinkelfunktionen
sin(2x) = 2sinx cosx cos(2z) = cos’z —sin®x = 1—2sin’z = 2cos’z —1
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10.8 Trigonometrische Funktionen
Umkehrfunktionen

Umkehrfunktion zu Umkehrfunktion zu
Yy = sinx w%r = \:—/(l'f:l Yy = COSx
:

mit (RS mit z € [0; 7]:

Umkehrfunktion zu
iy — tanx
mit © € [—5; 5]

Yy = arcsin:a mit y = arccos z mit y = arctan x mit

ze[-1;1] = 0 A\u-‘ re[-11]  pop! reR an’

S&) J(x) Il

4

[ O =N

1 T 2
0 0

5

3 R
- I = arccos ﬁncmn T
2 sl

1 T T

L

1 2 3 45 54 -3-2-1;0 1 2 3 4 5 5 4 3 - 101 2 3 45
3 - -2 275
Z \/L\
3 -3 -
z -d -4
-5 -5 -3
——

S
¥

Beispiel:

sinx = 0,5

T
= x = arcsin 0,5 = a

- Im Taschenrechner:
Taste sin—?*
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10.8 Trigonometrische Funktionen
Sinuskreuz - Kosinuskreuz
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— ’{Inngvahtn;e
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Mo'-.L. 'y 180~ L A
4

\/

— — ' — +
/[%‘-L,T, = 360-1' 1304»»(,,‘_

]

.

Beispiel: sin 104° = sin(180° — 76°) = sin 76°
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