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15.1 Unbestimmtes Integral
Einführung

• Grundvorstellungen der Integralrechnung:

• Berechnung von Flächen- oder allgemeiner Volumenmaßen

• Integrieren als Umkehrabbildung des Differenzierens

• Beide Definitionen sind gleichwertig.

• Der erste Sachverhalt wird durch die ”Riemann’schen Summen” repräsentiert.

• Der Zweite durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

15. Integral – Grundbegriffe
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15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion

• Die Aufgabe der Differentialrechnung: 

Von einer Funktion 𝑦 = 𝑓(𝑥) die Ableitung 𝑦′ = 𝑓′ 𝑥 zu ermitteln;

• Die Aufgabe der Integralrechnung:

Zu einer Ableitungsfunktion 𝑓 𝑥 = 𝐹′(𝑥) die ursprüngliche Stammfunktion 𝐹(𝑥) zu finden.

• Die einfachsten Fälle sieht man sofort:

15. Integral – Grundbegriffe

𝑭′(𝒙) gegeben 𝑭(𝒙) gesucht

𝑒𝑥

2𝑥

sin 𝑥 + cos 𝑥

1

𝑥

𝑎
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15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion

• Die Aufgabe der Differentialrechnung: 

Von einer Funktion 𝑦 = 𝑓(𝑥) die Ableitung 𝑦′ = 𝑓′ 𝑥 zu ermitteln;

• Die Aufgabe der Integralrechnung:

Zu einer Ableitungsfunktion 𝑓 𝑥 = 𝐹′(𝑥) die ursprüngliche Stammfunktion 𝐹(𝑥) zu finden.

• Die einfachsten Fällt sieht man sofort:

15. Integral – Grundbegriffe

𝑭′(𝒙) gegeben 𝑭(𝒙) gesucht

𝑒𝑥 𝑒𝑥

2𝑥 𝑥2

sin 𝑥 + cos 𝑥 − cos 𝑥 + sin 𝑥

1

𝑥

ln |𝑥|

𝑎 𝑎𝑥

Ist 𝑭(𝒙) gefunden, dann ist 𝑭(𝒙) + 𝑪 auch eine 
Stammfunktion, denn die Ableitung einer 
Konstante ist gleich Null: 𝐹 𝑥 + 𝐶 ′ = 𝐹′(𝑥)
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15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion

• Die Funktion 𝐹(𝑥), deren Ableitung 𝑓(𝑥) ist, nennen wir Stammfunktion zu 𝒇.

• Die Stammfunktion einer Funktion 𝑓(𝑥) schreibt man auch

• Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man unbestimmtes Integral.

• Jede Stammfunktion ist bis auf eine Konstante eindeutig. Denn es gilt: 

15. Integral – Grundbegriffe
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15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion - Beispiel

• 𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 ist linear

Gesucht: alle 𝐹(𝑥) mit der Eigenschaft 𝐹′ 𝑥 = 2𝑥 bzw.   

𝐹 𝑥 = න2𝑥 𝑑𝑥

Dies sind quadratische Funktionen:
𝐹 𝑥 = 𝑥2 + 𝐶

• Geometrisch bedeutet es eine Kurvenschar von
Normalparabeln, die entlang der 𝑦-Achse um 𝐶 verschoben 
sind.

15. Integral – Grundbegriffe
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15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale

• Die Menge aller unbestimmten Integrale 
der Funktion 𝑓 𝑥 :

• Angabe des Integrals ohne konkrete 
Integrationsgrenzen.

• Grundintegrale kann man erraten, sollte aber 
auswendig lernen! 

15. Integral – Grundbegriffe
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15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale

15. Integral – Grundbegriffe
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15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale - Formelkärtchen

15. Integral – Grundbegriffe
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15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale - Beispiele

15. Integral – Grundbegriffe

Bestimmen Sie alle Stammfunktionen der folgenden Funktionen:

a) ׬ 𝑥5𝑑𝑥

b) න
1

𝑥−1
𝑑𝑥

c) න
1

2−𝑥
𝑑𝑥

d) න
1

2𝑥−1
𝑑𝑥

e) න
1

𝑥2
𝑑𝑥

f) න
1
3 𝑥

𝑑𝑥

g) න
1

cos2 𝑥
𝑑𝑥
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15.2 Rechenregeln
Überblick

15. Integral – Grundbegriffe

Beispiel:

න 𝑥4 − 5𝑥3 − 1 ⅆ𝑥 = න𝑥4 ⅆ𝑥 − 5න𝑥3 ⅆ𝑥 − නⅆ𝑥 =
1

5
𝑥5 −

5

4
𝑥4 − 𝑥 + 𝑐
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15.2 Rechenregeln
Produktregel - Partielle Integration

15. Integral – Grundbegriffe

න𝐹 ⋅ 𝑔 ⅆ𝑥 =
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15.2 Rechenregeln
Produktregel - Partielle Integration

15. Integral – Grundbegriffe

න𝐹 ⋅ 𝑔 ⅆ𝑥 = 𝐹 ⋅ 𝐺 − න𝑓 ⋅ 𝐺 ⅆ𝑥

Leite den Faktor ab

Suche die Stammfunktion

mit 𝐹 ′ = 𝑓 und 𝐺′ = 𝑔
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15.2 Rechenregeln
Produktregel - Partielle Integration

15. Integral – Grundbegriffe

Beispiel:

න𝑥3 ln 𝑥 ⅆ𝑥 =

න𝐹 ⋅ 𝑔 ⅆ𝑥 = 𝐹 ⋅ 𝐺 − න𝑓 ⋅ 𝐺 ⅆ𝑥

Leite den Faktor ab

Suche die Stammfunktion

mit 𝐹 ′ = 𝑓 und 𝐺′ = 𝑔
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15.2 Rechenregeln
Produktregel - Partielle Integration

15. Integral – Grundbegriffe

Beispiel:

න𝑥3 ln 𝑥 ⅆ𝑥 =

න𝐹 ⋅ 𝑔 ⅆ𝑥 = 𝐹 ⋅ 𝐺 − න𝑓 ⋅ 𝐺 ⅆ𝑥

Leite den Faktor ab

Suche die Stammfunktion

mit 𝐹 ′ = 𝑓 und 𝐺′ = 𝑔

Partielle Integration:

𝐹 = ln 𝑥 ⇒ 𝐹′ = 𝑓 =
1

𝑥

𝑔 = 𝑥3 ⇒ 𝐺 =
1

4
𝑥4
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15.2 Rechenregeln
Produktregel - Partielle Integration

15. Integral – Grundbegriffe

Beispiel:

න𝑥3 ln 𝑥 ⅆ𝑥 =

= ln 𝑥 ⋅
1

4
𝑥4 −න

1

4
𝑥4 ⋅

1

𝑥
ⅆ𝑥

=
1

4
𝑥4 ⋅ ln 𝑥 −

1

4
න𝑥3 ⅆ𝑥 =

1

4
𝑥4 ln 𝑥 −

1

16
𝑥4 + 𝐶

=
1

16
𝑥4 4 ln 𝑥 − 1 + 𝐶

න𝐹 ⋅ 𝑔 ⅆ𝑥 = 𝐹 ⋅ 𝐺 − න𝑓 ⋅ 𝐺 ⅆ𝑥

Leite den Faktor ab

Suche die Stammfunktion

mit 𝐹 ′ = 𝑓 und 𝐺′ = 𝑔

Partielle Integration:

𝐹 = ln 𝑥 ⇒ 𝐹′ = 𝑓 =
1

𝑥

𝑔 = 𝑥3 ⇒ 𝐺 =
1

4
𝑥4
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15.3 Bestimmtes Integral
Flächenbestimmung – Das bestimmte Integral

• Die Integralrechnung ist ursprünglich geometrisch motiviert 
(wie viele andere Probleme aus der Analysis)

• Näherungen für den Flächeninhalt zwischen einem 
Funktionsgraphen und der 𝑥-Achse zwischen den senkrechten 
Geraden durch (𝑎|0) und (𝑥|0) mit Hilfe der:

• „Untersumme“ – der Flächeninhalt unter dem Graphen von 𝑓(𝑥)

• „Obersumme“ – der Flächeninhalt über dem Graphen von 𝑓(𝑥)

15. Integral – Grundbegriffe

Riemann`sche
Summen

• Integral als Summe infinitesimal kleiner Unterteilungen von [𝑎, 𝑏]:

• Die Funktion 𝑓(𝑥) heißt Integrand, 𝑎 und 𝑏 heißen untere bzw. obere
Integrationsgrenze

Bestimmtes Integral von 𝑓(𝑥) in den Grenzen von 𝑥 = 𝑎 bis 𝑥 = 𝑏:

𝐴 = 𝐼 = lim
𝑛→∞

𝑂𝑛 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑈𝑛 𝑥 = lim
𝑛→∞

෍

𝑘=1

𝑛

𝑓 𝑘𝑖 Δ𝑥𝑘 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 ⅆ𝑥
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15.3 Bestimmtes Integral
Flächenbestimmung – Integrierbarkeit

• Eine Funktion ist in [𝑎, 𝑏] nur dann integrierbar, wenn sie in [𝑎, 𝑏] 
beschränkt ist

• Jede in [a, b] stetige oder stückweise stetige Funktion mit endlich 
vielen Sprungstellen ist integrierbar

• Ist eine Funktion im Intervall [𝑎, 𝑏] negativ, d.h. 𝑓(𝑥) < 0 für alle 
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], so ist auch das bestimmte Integral negativ:

𝐼 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 < 0

15. Integral – Grundbegriffe

Beschränkt: Kurve in einem zur 
𝑥-Achse parallelen Streifen
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15.3 Bestimmtes Integral
Flächenbestimmung – Integrierbarkeit

• Eine Funktion ist in [𝑎, 𝑏] nur dann integrierbar, wenn sie in [𝑎, 𝑏] 
beschränkt ist

• Jede in [a, b] stetige oder stückweise stetige Funktion mit endlich 
vielen Sprungstellen ist integrierbar

• Ist eine Funktion im Intervall [𝑎, 𝑏] negativ, d.h. 𝑓(𝑥) < 0 für alle 
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], so ist auch das bestimmte Integral negativ:

𝐼 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 < 0

• Das bestimmte Integral ist somit vorzeichenbehaftet, d.h. die 
Flächenanteile unterhalb der 𝑥-Achse werden als negativ gezählt.

15. Integral – Grundbegriffe

Beschränkt: Kurve in einem zur 
𝑥-Achse parallelen Streifen
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15.3 Bestimmtes Integral
Flächenbestimmung – Das bestimmte Integral

Beispiel: Wir berechnen 

න
0

1

𝑥𝑑𝑥

15. Integral – Grundbegriffe

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑥
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15.3 Bestimmtes Integral
Flächenbestimmung – Das bestimmte Integral

Beispiel: Wir berechnen 

න
0

1

𝑥𝑑𝑥

Die Funktion ist stetig. Deshalb kann man bei der Wahl der 
Parameter für die Riemann´sche Summe recht großzügig sein. 

Wir  teilen Intervall [0,1] in 𝒏 gleiche Abschnitte. Wir definieren 
für einen beliebigen Punkt der Aufteilung 𝒙𝒌 =

𝟏

𝒏
∙𝒌

Damit ist die Länge einer Aufteilung des Intervalls: ∆𝒙𝒌 =
𝟏

𝒏

15. Integral – Grundbegriffe

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑥



ausgezeichnet als:

23

15.3 Bestimmtes Integral
Flächenbestimmung – Das bestimmte Integral

Beispiel: Wir berechnen 

න
0

1

𝑥𝑑𝑥

Die Funktion ist stetig. Deshalb kann man bei der Wahl der 
Parameter für die Riemann´sche Summe recht großzügig sein. 

Wir  teilen Intervall [0,1] in 𝒏 gleiche Abschnitte. Wir definieren 
für einen beliebigen Punkt der Aufteilung 𝒙𝒌 =

𝟏

𝒏
∙𝒌

Damit ist die Länge einer Aufteilung des Intervalls: ∆𝒙𝒌 =
𝟏

𝒏

15. Integral – Grundbegriffe

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑥

⇒ ෍

𝑘=1

𝑛

𝑓 𝒙𝒌 𝚫𝒙𝒌 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝟏
𝒏
⋅ 𝒌 ⋅

𝟏

𝒏
=

1

𝑛2
෍

𝑘=1

𝑛

𝑘 =
1

𝑛2
⋅
𝑛 𝑛 + 1

2
=
1

2
1 +

1

𝑛
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15.3 Bestimmtes Integral
Flächenbestimmung – Das bestimmte Integral

Beispiel: Wir berechnen 

න
0

1

𝑥𝑑𝑥

Die Funktion ist stetig. Deshalb kann man bei der Wahl der 
Parameter für die Riemann´sche Summe recht großzügig sein. 

Wir  teilen Intervall [0,1] in 𝒏 gleiche Abschnitte. Wir definieren 
für einen beliebigen Punkt der Aufteilung 𝒙𝒌 =

𝟏

𝒏
∙𝒌

Damit ist die Länge einer Aufteilung des Intervalls: ∆𝒙𝒌 =
𝟏

𝒏

15. Integral – Grundbegriffe

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑥

⇒ ෍

𝑘=1

𝑛

𝑓 𝒙𝒌 𝚫𝒙𝒌 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝟏
𝒏
⋅ 𝒌 ⋅

𝟏

𝒏
=

1

𝑛2
෍

𝑘=1

𝑛

𝑘 =
1

𝑛2
⋅
𝑛 𝑛 + 1

2
=
1

2
1 +

1

𝑛

Wir lassen nun 𝑛 → ∞ und es gilt 𝐹 = lim
𝑛→∞

1

2
1 +

1

𝑛
=

1

2

Dieses Ergebnis ist offensichtlich richtig.
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15.3 Bestimmtes Integral
Hauptsatz der Integralrechnung

Berechnung eines bestimmten Integrals ׬𝑎
𝑏
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥:

1) Bestimmung einer Stammfunktion 𝐹(𝑥) zum Integranden 𝑓(𝑥)

2) Berechnung der Werte 𝐹(𝑎) und 𝐹(𝑏) an den Integrationsgrenzen 𝑎 und 𝑏

3) Berechnung der Differenz 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)

Dann gilt: 

න
𝑎

𝑏

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 ቚ𝑥
𝑎

𝑏
= 𝐹 𝑥 𝑏

𝑎 = 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎)

15. Integral – Grundbegriffe

Sei [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ ein abgeschlossenes Intervall und 𝑓: 𝑎, 𝑏 → ℝ eine stetige Funktion. Dann ist 

das bestimmte Integral von 𝑓(𝑥) im Intervall [𝑎, 𝑏]
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15.3 Bestimmtes Integral
Eigenschaften

15. Integral – Grundbegriffe



ausgezeichnet als:

27

15.3 Bestimmtes Integral
Hauptsatz der Integralrechnung - Aufgaben

15. Integral – Grundbegriffe

Berechnen Sie:

a) න
1

2
3

𝑥2
𝑑𝑥

b) 0׬
8 3 𝑥 𝑑𝑥

c) 𝜋−׬
4

0
cos 𝑥 𝑑𝑥

d) න
−2

−1
1

𝑥
𝑑𝑥

e) න
−1

1
1

1+𝑥2
ⅆ𝑥
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

1. )න

0

1

𝑥 ⅆ𝑥 =
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

1. )න

0

1

𝑥 ⅆ𝑥 =

=
1

2
ห𝑥2
0

1

=
1

2
⋅ 12 −

1

2
⋅ 02 =

1

2
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

2. )න

0

1

𝑥2 ⅆ𝑥 =

1. )න

0

1

𝑥 ⅆ𝑥 =

=
1

2
ห𝑥2
0

1

=
1

2
⋅ 12 −

1

2
⋅ 02 =

1

2
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

2. )න

0

1

𝑥2 ⅆ𝑥 =

=
1

3
ห𝑥3
0

1

=
1

3
⋅ 13 −

1

3
⋅ 03 =

1

3

1. )න

0

1

𝑥 ⅆ𝑥 =

=
1

2
ห𝑥2
0

1

=
1

2
⋅ 12 −

1

2
⋅ 02 =

1

2
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

2. )න

0

1

𝑥2 ⅆ𝑥 =

=
1

3
ห𝑥3
0

1

=
1

3
⋅ 13 −

1

3
⋅ 03 =

1

3

1. )න

0

1

𝑥 ⅆ𝑥 =

=
1

2
ห𝑥2
0

1

=
1

2
⋅ 12 −

1

2
⋅ 02 =

1

2

3. )න

0

𝜋

sin 𝑥 ⅆ𝑥 =
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

2. )න

0

1

𝑥2 ⅆ𝑥 =

=
1

3
ห𝑥3
0

1

=
1

3
⋅ 13 −

1

3
⋅ 03 =

1

3

1. )න

0

1

𝑥 ⅆ𝑥 =

=
1

2
ห𝑥2
0

1

=
1

2
⋅ 12 −

1

2
⋅ 02 =

1

2

3. )න

0

𝜋

sin 𝑥 ⅆ𝑥 =

= − ቚcos𝑥
0

𝜋
= − cos 𝜋 − −cos 0 = − −1 − −1 = 2
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

4. ) න

−
𝜋
2

𝜋
2

sin 𝑥 ⅆ𝑥 =
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

4. ) න

−
𝜋
2

𝜋
2

sin 𝑥 ⅆ𝑥 =

= − ቚcos 𝑥
−
𝜋
2

𝜋
2

= −cos
𝜋

2
− −cos −

𝜋

2
= 0 − 0 = 0
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

4. ) න

−
𝜋
2

𝜋
2

sin 𝑥 ⅆ𝑥 =

= − ቚcos 𝑥
−
𝜋
2

𝜋
2

= −cos
𝜋

2
− −cos −

𝜋

2
= 0 − 0 = 0
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

4. ) න

−
𝜋
2

𝜋
2

sin 𝑥 ⅆ𝑥 =

= − ቚcos 𝑥
−
𝜋
2

𝜋
2

= −cos
𝜋

2
− −cos −

𝜋

2
= 0 − 0 = 0

Mit der Nullstelle 𝑥 = 0 erhalten wir als nicht vorzeichenbehaftete Fläche:

න

−
𝜋
2

𝜋
2

sin𝑥 ⅆ𝑥 = න

−
𝜋
2

0

sin𝑥 ⅆ𝑥 + න

0

𝜋
2

sin 𝑥 ⅆ𝑥 = ቚ−cos 𝑥
−
𝜋
2

0
+ ቚ−cos𝑥

0

𝜋
2



ausgezeichnet als:
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15.3 Bestimmtes Integral
Zusammenhang zwischen Fläche und Integral

15. Integral – Grundbegriffe

4. ) න

−
𝜋
2

𝜋
2

sin 𝑥 ⅆ𝑥 =

= − ቚcos 𝑥
−
𝜋
2

𝜋
2

= −cos
𝜋

2
− −cos −

𝜋

2
= 0 − 0 = 0

Mit der Nullstelle 𝑥 = 0 erhalten wir als nicht vorzeichenbehaftete Fläche:

න

−
𝜋
2

𝜋
2

sin𝑥 ⅆ𝑥 = න

−
𝜋
2

0

sin𝑥 ⅆ𝑥 + න

0

𝜋
2

sin 𝑥 ⅆ𝑥 = ቚ−cos 𝑥
−
𝜋
2

0
+ ቚ−cos𝑥

0

𝜋
2

= −cos 0 − −cos −
𝜋

2
+ −cos

𝜋

2
− −cos 0 = −1 − −0 + −0 − −1 = 1 + 1 = 𝟐


	Folie 1
	Folie 2
	Folie 3
	Folie 4
	Folie 5
	Folie 6
	Folie 7
	Folie 8
	Folie 9
	Folie 10
	Folie 11
	Folie 12
	Folie 13
	Folie 14
	Folie 15
	Folie 16
	Folie 17
	Folie 18
	Folie 19
	Folie 20
	Folie 21
	Folie 22
	Folie 23
	Folie 24
	Folie 25
	Folie 26
	Folie 27
	Folie 28
	Folie 29
	Folie 30
	Folie 31
	Folie 32
	Folie 33
	Folie 34
	Folie 35
	Folie 36
	Folie 37
	Folie 38

