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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral

Einflhrung .
Hochschule
* Grundvorstellungen der Integralrechnung: Flensburg
University of
. . Applied Sci
 Berechnung von Flichen- oder allgemeiner VolumenmaRen PRI
* Integrieren als Umkehrabbildung des Differenzierens L
Innovative o
. oo ) ) ) Hochschule
* Beide Definitionen sind gleichwertig.

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Der erste Sachverhalt wird durch die “Riemann’schen Summen” reprasentiert.

Der Zweite durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.



15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion .

Hochschule

* Die Aufgabe der Differentialrechnung: Flensburg

University of
Applied Sciences

Von einer Funktion y = f(x) die Ableitung y' = f'(x) zu ermitteln;

ausgezeichnet als:

* Die Aufgabe der Integralrechnung: Innovative'. :,'
Hochschule
Zu einer Ableitungsfunktion f(x) = F'(x) die urspriingliche Stammfunktion F(x) zu finden. S g e

* Die einfachsten Falle sieht man sofort:

F'(x) gegeben F(x) gesucht
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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion .

Hochschule

* Die Aufgabe der Differentialrechnung: Flensburg

University of
Applied Sciences

Von einer Funktion y = f(x) die Ableitung y' = f'(x) zu ermitteln;

ausgezeichnet als:

* Die Aufgabe der Integralrechnung: Innovative'. :,'

Hochschule
Zu einer Ableitungsfunktion f(x) = F'(x) die urspriingliche Stammfunktion F(x) zu finden. Ene gemsname itve

* Die einfachsten Fallt sieht man sofort:

F'(x) gegeben F(x) gesucht

2x x? Ist F(x) gefunden, dann ist F(x) + C auch eine
Stammfunktion, denn die Ableitung einer
Konstante ist gleich Null: (F(x) + C)' = F'(x)

sinx +cosx |—cosx + sinx
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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion

* Die Funktion F(x), deren Ableitung f (x) ist, nennen wir Stammfunktion zu f.

* Die Stammfunktion einer Funktion f(x) schreibt man auch

F(x) = /f(a:)da: fyg(é) dt Jff (xj?) dx dy

* Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man unbestimmtes Integral.

* Jede Stammfunktion ist bis auf eine Konstante eindeutig. Denn es gilt:

(F(a)+C) = F'(z) + C' = f(2) + 0 = F'(x)
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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion - Beispiel

f(x) = 2x ist linear
Gesucht: alle F(x) mit der Eigenschaft F'(x) = 2x bzw.

F(x) =f2xdx

Dies sind quadratische Funktionen:

F(x) =x*+C_ CeR

i

Geometrisch bedeutet es eine Kurvenschar von

Normalparabeln, die entlang der y-Achse um C verschoben
sind.
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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes
Grundintegrale

Integral f}?fo’x ,f_”zdx :ﬂ)xl%’,

C

K—tQ

Die Menge aller unbestimmten Integrale
der Funktion f(x):

/f(T) dr = F(z)+C
f(xz) = “Integrand”
C' = "Integrationskonstante”

Angabe des Integrals ohne konkrete
Integrationsgrenzen.

")

p-1

Grundintegrale kann man erraten, sollte aber
auswendig lernen!

5 £ b'l'(
fodxe g X gX "‘ C
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r_@/x-fx d)("fm +C=_6_
fx)  F()
, 1 o P & @ /{" «{ﬁ
X — xPT yorauscesetztip # —1
e g p#
at Y a® fiirjedesa > 0, a # 1
Ina
e.\’ e.\'
1
- In | x|
X
sin X — COS X
coS X SN Y
1
5 tan x
COS*
1 arcsin x
V11— x2 )
1
arctan x
14 x2
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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale
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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale - Formelkartchen

Hochschule

Ple_nsbu_zgof
f(x) F(x) /() F(x)
Iﬂnngvaﬁi\;e'..'

e’ e’ + C sin(x) —cos(z) + C o
cos(x) sin(x) + C sinh(z) | cosh(x)+ C

. , mﬂ.—l—l ..
cosh(x) | sinh(z)+C x" 7 +Cfirn# -1
- In(x) +C 1+1m? arctan(x) + C
oA T In(\/(z —a)? +b%)+C (mma%g+b2 +arctan(2:%) + C
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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral J F ( ax%) A x 9.‘.“0.’[: (a,mé) +C_

Grundintegrale - Beispiele

Bestimmen Sie alle Stammfunktionen der folgenden Funktionen:

6
a) [x°dx - -'é—x +C f(x) F(x)
X-420 | , 1 " _
L71 b) —dx - ,&,(;( 4)*0 . (& )4,%:5_:’ @IF mr‘ ! vorausgesetzt p # —1
a* ﬁrz‘ fiir jedesa > 0, a # 1
1")‘70(:) j'dx: ’/6'” 2 ’() ( X) C) ( 4) o X or
- v L gy
- nlx
2e02d) de- 4 (2-0) < (L2 A )
:., *,L 2x=1 oLX-1 sin X —Cos X
~d4 - COs X SN X
e) j—dx 'J)( dx,'jp{ +C=-X«C- «—C, 1
tan:
_,:'. @4’ -‘%4—4{ 3 x%+C/ CD?'?I an x
f) j\/— )( dx = 4 < C/ = OL \/1172 arCSinI
—X
1
arctan .
g) jcosz —{ﬂm { + C’/ T arctan x
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15. Integral — Grundbegriffe

15.2 Rechenregeln
Uberblick .

Hochschule
1. Faktorregel: Ein konstanter Faktor k darf vor das Integral gezogen werden. Flensburg

University of
Applied Sciences

/k.f (v)dx =k - ff(:;-:) dx ﬁ o) X dv = 5‘/6@3,( a' x ausgezeichnet al:

[ o

Innovative o
Hochschule
2. _ Eine Summe von Funktionen darf summandenweise integriert werden.

/f(:::).g(:t)dxz/f(:z:}d;rj:ﬁ(x)d:r

von Bund und Landern
3. Partielle Integration: Die partielle Integration kann verwendet werden, wenn man ein Produkt

f/;m,x e (145 ) d e 2L
zweier Funktionen integriert. Sie leitet sich aus der Produktregel der Differentialrechnung her.

fF{:g)q(x)d;c F(z) - G(z ]f dr Dabei gilt F' (z) = f (z) und G’ (z) = g (z).
Beispiel:
1 5
j(x4—5x3—1)dx=jx4dx—5]x3dx—jdx=§x5—1x4—x+c
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15. Integral — Grundbegriffe

15.2 Rechenregeln

Produktregel - Partielle Integration
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fF-gdx= 3
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15. Integral — Grundbegriffe

15.2 Rechenregeln

Produktregel - Partielle Integration

Suche die Stammfunktion

L

jF-gdx=F-G— [ -G dx
YN

mitF'=/fundG =g

Leite den Faktor ab
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15. Integral — Grundbegriffe

15.2 Rechenregeln

Produktregel - Partielle Integration

Hochschule
l'-'le.nsbu.rg
Suche die Stammfunktion University of
pplied Sciences
ya ichnet als:
— | o
ngdx—FG— deX InnovativeJ
_/ \_ Hochschule
1 mitF'=/fundG =g S gemrmars e
Leite den Faktor ab
Beispiel:
f x>Inxdx =
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15. Integral — Grundbegriffe

15.2 Rechenregeln
Produktregel - Partielle Integration .

Hochschule

Flensburg
Suche die Stammfunktion P A
S ausgezeichnet als:
— [ )
jF rgdx=F-G— |/ -Gdx InnovatlveJ
A Hochschule
1L mitF'=/fundG =g S g
Leite den Faktor ab
Belsplel 3
¥ Partielle Integration:
f 3lnxdx— fx L{)( ’( *}0\7‘ 1
—_—— F=lnx=>F &=f= o
A 1 (,° 1
“q)(\f.&x" HJde g=x3$G=Zx4
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15. Integral — Grundbegriffe
15.2 Rechenregeln

Produktregel - Partielle Integration

Suche die Stammfunktion

L

jF-gdx=F-G— [ -G dx
YN

1 I mitF'=/fundG =g
Leite den Faktor ab

Beispiel:
Partielle Inteqgration:
fx3lnxdx= 1
F=Inx=F =f=-
—1 L, fl 4 1d 1 x
I W PR g=x3=G6G=—-x*
4
_2 4°lnx—1jx3dx—lx“lnx—ix4+(]
3" 4 ~ 16

1
— — x4 —
X 4lnx—1)+C
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Flachenbestimmung — Das bestimmte Integral

. . . . . .. Hochschule

* Die Integralrechnung ist urspriinglich geometrisch motiviert “Untersumme’” “Obersumme’” Flensburg

(wie viele andere Probleme aus der Analysis) A i Appiiod Crtences
e e .e . . - Yy = '. .'} — : )

« Niherungen fiir den Flicheninhalt zwischen einem =71t y=1) = susgerschne s
Funktionsgraphen und der x-Achse zwischen den senkrechten Innovative"]
Geraden durch (a]0) und (x|0) mit Hilfe der: Hochschule

. . , A =2 Upfz) A= O,(2) e g e
* ,Untersumme” - der Flacheninhalt unter dem Graphen von f(x)

ir: 'k

AR Ui@) £ Apy (F@) < Oula)
* Integral als Summe infinitesimal kleiner Unterteilungen von [a, b]: Ax-0

e ,Obersumme”— der Flacheninhalt iiber dem Graphen von f(x)

Bestimmtes Integral von f(x) in den Grenzen von x = a bis x = b:

Riemann'sche
Summen

flki)Axy = |ff f(x) dx

A=1=1lim0,(x) = limU,(x) = lim
n—>00 n—-0o n—-0o

* Die Funktion f(x) heif3t Integrand, a und b heif3en unt | .
Integrationsgrenze i b .

18



15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Flachenbestimmung — Integrierbarkeit .

. . . . . . .. Hochschul
* Eine Funktion ist in [a, b] nur dann integrierbar, wenn sie in [a, b] 4 Flonsburg
= . \ University of
beschrankt ist D e Applied Sciences
* Jedein [a, b] stetige oder stiickweise stetige Funktion mit endlich ’\ ausgezechnet als
vielen Sprungstellen ist integrierbar > Innovative]
] L . . N——— Hochschule
* Ist eine Funktion im Intervall [a, b] negativ, d.h. f(x) < O firalle e genrsame v
x € [a,b], soist auch das bestimmte Integral negativ: NN/ OALLLLL 0l 20 L LS
b
Beschrdinkt: Kurve in einem zur
I=|f(x)dx <0 .
x-Achse parallelen Streifen
a

19



15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Flachenbestimmung — Integrierbarkeit .

. . . . . . .. Hochschul
* Eine Funktion ist in [a, b] nur dann integrierbar, wenn sie in [a, b] 4 Flonsburg
= . \ University of
beschrankt ist D e Applied Sciences
* Jedein [a, b] stetige oder stiickweise stetige Funktion mit endlich ’\ ausgezeichnet al:
vielen Sprungstellen ist integrierbar > Innovative]
) .. . . \_/ Hochschule
* Ist eine Funktion im Intervall [a, b] negativ, d.h. f(x) < O firalle e genrsame v
x € [a,b], so ist auch das bestimmte Integral negativ: WAV 0000000l o0 0L
b
Beschrdnkt: Kurve in einem zur
I=|f(x)dx <0 )
x-Achse parallelen Streifen

a

* Das bestimmte Integral ist somit vorzeichenbehaftet, d.h. die
Flachenanteile unterhalb der x-Achse werden als negativ gezahlt. 4 £

1
e A

20



15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Flachenbestimmung — Das bestimmte Integral .

Beispiel: Wir berechnen

Hochschule
Flensburg
University of

1 Applied Sciences
f xdx
0

ausgezeichnet als:
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Flachenbestimmung — Das bestimmte Integral

Beispiel: Wir berechnen

1
f xdx
0

Die Funktion ist stetig. Deshalb kann man bei der Wahl der
Parameter fiir die Riemann’sche Summe recht grol3zligig sein.

Wir teilen Intervall [0,1] in n gleiche Abschnitte. Wir definieren
far einen beliebigen Punkt der Aufteilung x; = %-k

Damit ist die Lange einer Aufteilung des Intervalls: Ax; = %

Hochschule
Flensburg
University of
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Flachenbestimmung — Das bestimmte Integral

Beispiel: Wir berechnen
1
4,2 44
fxdx-: 7K ‘o‘oz,f Y
0

Die Funktion ist stetig. Deshalb kann man bei der Wahl der
Parameter fiir die Riemann’sche Summe recht grol3zligig sein.

Wir teilen Intervall [0,1] in n gleiche Abschnitte. Wir definieren
far einen beliebigen Punkt der Aufteilung x; = %-k

Damit ist die Lange %&u@ung des Intervalls: Axy = =
C - 1 - 1| n(n+1)

1
= f(xk)Axk=2%'k';=ﬁ k=l3"—
= =1

5 1 L2 7 2
TE=A4"4h 4.5 4
K= A

=

Gaulische Summenformel:

1424344+ +n=
n+1) n? +n

—Z .
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Flachenbestimmung — Das bestimmte Integral

Hochschule

Beispiel: Wir berechnen Flensburg
University of

Applied Sciences

1
f xdx ausg hnet als: '
0 Innovative J
Hochschule

Eine gemeinsame Initiativ
von Bund und Léndern

Die Funktion ist stetig. Deshalb kann man bei der Wahl der
Parameter fiir die Riemann’sche Summe recht grol3zligig sein.

Wir teilen Intervall [0,1] in n gleiche Abschnitte. Wir definieren
far einen beliebigen Punkt der Aufteilung x; = %-k

Damit ist die Lange einer Aufteilung des Intervalls: Ax; = %

1 n(n + 1) 1 1 Gaulische Summenformel:
:>Zf(xk)Axk—2 -k - _:— k = 5" =—|14+—- 1+2+3_|_4_|_ 4n =
n 2 2 n
k=1 Z n + 1) n:+n
B 2

Wir lassen nunn — oo und es gilt F = lim - (1 + ) =

1
n—oo 2 2
—

Dieses Ergebnis ist offensichtlich richtig.
24



15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Hauptsatz der Integralrechnung

Sei [a, b] c R ein abgeschlossenes Intervall und f: [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann ist
b—_\
/ f(x)dx = F(b) — F(a)

das bestimmte Integral von f(x) im Intervall [a, D]

: : b
Berechnung eines bestimmten Integrals fa f(x)dx:

1) Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zum Integranden f(x)

2) Berechnung der Werte F(a) und F(b) an den Integrationsgrenzen a und b
3) Berechnung der Differenz F(b) — F(a)

Dann gilt:

b
f fxX)dx =F (x)| [F(x)] g/— F(b) — F(a)

a

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Eigenschaften

Hochschule
Flensburg

University of
Applied Sciences
Zerlegung des Integrationsintervalls in Teilintervalle:
Fiir jede Stelle ¢ aus dem Integrationsintervall a < ¢ < b gilt:

ausgezeichnet als:

[ o
Innovative o

=2 4 Hochschule
/ f(:l}' [ f I) 'CLI: _I_ / f{:r) dr m von Bund und Léndern
a- (3

Vertauschung der Integrationsgrenzen:

Vertauschen der beiden Integrationsgrenzen bewirkt einen Vorzeichenwechsel des Integrals

b a
ﬂ/f(:c}dxz—!f{;r)dx

Fiir @ = b ist der Integralwert gleich Null: /f(:ﬂ} dr =10
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral hn(-x) = — gn [,()

Hauptsatz der Integralrechnung - Aufgaben

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

Berechznen Sie: 1 . 3
) L%d’“ : [5‘; -1+4 T \A - (/{i-'{): ﬁl'ﬂi Efz,'zz::,f,zv:'-"'
0 f_;cosxdx : wl: (- (D) co v wlD) 3 -4 =
d) J —dx - An %) \; A | 1| - b 1-4] - A A = A 2 = "@ = &[2‘4)3:%’
) j_lllszdx = etk (%) I_J - lrckan (1) = erchan [-4) - Greban 1) + aceta (1) - l;r.g_é
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

Hochschule
1 A 2 2 2 Flensburg
2 ,{ a University of
1)jxdx= -s/)( \O = 1/{' &O‘%)
0

Applied Sciences
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15. Integral —

Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

t e s
(¥)=X

. i

7 1
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15. Integral —

Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

1
1.)jxdx
0
1
2.)Jx2dx
0

Hochschule
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University of
Applied Sciences
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15. Integral —

Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

1 ]
1.)jxdx= ? 060)~x
0 1.
1 1 1 1
=_X2| —.12__.022_
2 0o 2 2 2 — .
' ¥
2. 2dx =
)Jx g 1\{maxl
0 1
1 1 1
=-x3 =--13--.03=_
371,73 3 —
0 4

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

-
Innovative o

Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

31



15. Integral —

Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

_1
o 2
3|1=l.
o 3

i
(¥)=X
. i
7 1
X
1\ -f(sd«XL
1
ol 4

Hochschule
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15. Integral —

Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

1 ]
1.)jxdx= ? 060)~x
0 1
1 1 1
=-x? =--12-2-0%2=-
o 2 2 2 — :
: t
2. 2dx =
)jx X 1\{(,{,,,&
0 )
_1 3|1_1 13 03_1
~ 3" o 3 3 _
4
T
3.)fsinxdx=
0
T
= —Cosx| =

—cos(m) —(—cos(0)) =—(—-1)—(-1) =2
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15. Integral — Grundbegriffe
15.3 Bestimmtes Integral Coon (—x) . Co (x)

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

r). Hochschul
_ o ()0 Hoctacule
s A /\—)‘—’ —l— University of
2 2 _ T - Applied Sciences
4. ) J Sin x dx == - COS % \ T z - L (J-% ( ?J; ) - C’M ( - E ) = _2 ausgezeichnet als:
s ) - '
— L Innovative J
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

|
N | 3

sinxdx =

Hochschule
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

|
N | 3

sin x dx

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

A

¢
sinx dx = | f0a- s ()

o
A —
|
N | 3

Mit der Nullstelle x = 0 erhalten wir als nicht vorzeichenbehaftete Flache:

n n
2 0 2 0 %
sinx dx = sinxdx|+ || sinxdx| = —cosx| o+ —cosx|
— 0
_x _m 0 2
2 2

cos(E T
='—[m(0)-ﬁ] - |- [%L’C‘”O]\

z\_[/[—-O‘H-x—l-[O*A‘”
= lvfl] v (4] = I+l - 2

=
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Zusammenhang zwischen Flache und Integral

sinxdx =

o
A —
|
N | 3

s T
2 0 2 ) n
Jsinxdx= fsinxdx + fsinxdx = —Cosx| ot —cosx|2
n m 0 2 ’
2 2
T T
= |—cos(0) — (— cos (— E))‘ + |—cos (E) — (—cos(0))

=|-1=(=0)[+|-0— (-D| =1+1=2
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