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10. Funktionen
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10.4 Ganzrationale Funktionen I.I

Definition

Hochschule

Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form : Flensburg
fxX)=ax+a,_1x" 1+ +ax?+a;x+ag : AopiedSeiece

heiRt ganzrationale Funktion oder auch Polynomfunktion n -ten Grades. j "

Ganzrationale Funktionen sind definiert fiir alle x € R. Sie sind Uberall stetig. 2 I{I’:)Zg:ghtz‘l’g.'

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Landern

Schnittpunkt mir der y-Achse: setze x = 0 (f(0) = ay )
Schnittpunkte mit der x -Achse (Nullstellen): setze f (x) = 0.

Faktorsatz: Wenn f(x) ein Polynom vom Grad n = 1 und a eine reelle Zahl
mit f(a) = 0 ist, dann gibt es ein Polynom g(x) vom Grad n — 1, so dass

f(x)=(x—a)g(x) (=2>Polynomdivision)

iy =x"—5x>—x*+4x+2
Jedes Polynom vom Grad n mit n > 1 hat héchstens n Nullstellen. fry=x X" X" t4x+

Jedes Polynom vom Grad n mit n ungerade hat mindestens eine Nullstelle.




10. Funktionen

Beispiele firn < 3

10.4 Ganzrationale Funktionen lI

1 Y/ 3 Hochschule
Flensburg

Funktions- f,(x) = ay;
gleichung ay # 0
Konstante

typische A
Bilder

Anzahl der 0
Nullstellen

University of

2 2 3 Applied Sciences
fix) =ag+ a;x; f2(x) = ag + a1 x + azx*; fa(x) = ag + a1x + a,x* + azx>;
al ¢ O a,z ¢ 0 a3 ¢ 0 ausgezeichnet als: '
lineare Funktion, Gerade quadratische Funktion, Parabel kubische Parabel IHOTOtvEis
Hochschule
N o e e
Q,<0 a,>0
i \ 1 Q. >0
%)
2
/ &

e~ [EE e, T oy ix: X
T o 2 3 \ /
s -4 -3 -2 4 5 -2
-4 3
F : a.<
i i »<0
H

1 Hochstens 2 Hochstens 3, mindestens 1



10. Funktionen

10.4 Ganzrationale Funktionen
Aufgaben

Geben Sie ein Beispiel von

1. einem Polynom flinften Grades mit 5 verschiedenen Nullstellen ( X -4)( X +02) {X - 5) (Y t :5) { X - ’/‘9) - ’f[x) Innovative'.,

2 .
2. einem Polynom filinften Grades mit 4 verschiedenen Nullstellen ( X - 4) ()(—i o?,) ( X - 3) X + 5) = f/x) e

2 2
- X+ ) - = / X
3. einem Polynom flinften Grades mit 3 verschiedenen Nullstellen g ( X {) [ 4 /K 5) l ) 7[’{)
X

4. einem Polynom fiinften Grades mit 2 verschiedenen Nullstellen ( X J/[] 2 ( X*Z] 3 /[y)

5. einem Polynom fiinften Grades mit genau einer Nullstelle [ X - /f) = (X
Z 2
6. einem Polynom sechsten Grades ohne Nullstellen ( )( t ’[) ()( < »Z) (X - 4) = f(x)

X - f0)
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Definition

Unter einer gebrochenrationalen Funktion f (x) versteht man den Quotienten aus zwei
Polynomen g (x) und h (x)

f&) =

g(x) — Zahlerpolynom vom Grad n

h(x) — Nennerpolynom vom Grad m

gx)  apx™ +an_x" M+t agx +ag
h(x)  byx™ + by x™ 14 -+ byx + by

Definitionsbereich:

alle reellen Zahlen mit Ausnahme der Nullstellen des Nennerpolynoms h (x) = 0:
D =R\ {x € Rlh(x) =0} = {x € R|h(x) # 0}

Nullstellen:

Nullstellen des Zéhlerpolynoms, aber nicht vom Nenner: g(x) = 0

Definitionsliicken:

Nullstellen des Nennerpolynoms h (x) =0

Polstellen: (= Unendlichkeitsstelle) Nullstellen vom Nenner-, aber nicht vom Zahlerpolynom:
X = X, ist senkrechte Asymptote der Kurve
Asymptote — eine Gerade, deren sich die Funktion im Unendlichen beliebig ndhert (fast
berihrt); ,Tangente im Unendlichen”

stetig behebbare gleichzeitig Nullstellen von Zahler- und Nennerpolynom

Definitionsliicken
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Beispiele

a) ) =2

x2+1
keine Definitionslicken;

eine Nullstelle: x = —2

b) f(x) _ x2—x _ x(x—1)

xX+2 x+2

Definitionslicke: x = —2 (Polstelle);

Nullstellen: x; =0, x, =1

A4
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Sonderfalle und Bezeichnungen

Unter einer gebrochenrationalen Funktion f (x) versteht man den Quotienten
aus zwei Polynomen g (x) und h (x)
gx)  apx™+an_x" M+t ax+ag

F ) = G0 = b M 4 b X1+ byx + by
g(x) — Zahlerpolynom vom Grad n

h(x) — Nennerpolynom vom Grad m

*) m=0: Nenner h(x) = by = const; f(x) ist eine/ganzrationale Funktion®

n= . Zahlergrad = Nennergrad, unecht gebrochen rationale Funktion

@ n <. Zahlergrad < Nennergrad, echt gebrochen rationale Funktion
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(X2ox=5x+5): (x-2) - P Laf
- K‘J—li‘-l,
I =hy+b
—WXteux

X +h

®
Jede unecht gebrochen rationale Funktion (n = m) Idsst sich darstellen als Summe einer ganzrationalen
Funktion vom Grad (n — m) und einer echt gebrochenrationalen Funktion (= Polynomdivision):

x3-3x+5
x—2

a)

) 3x%+4x+9 4x—6
=x“+2x+1- b) =5 =3+

10
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Fall 1: Verhalten in der Nahe der Definitionslicken (Polstellen)

Beispiel 1: f(x) =

f(x) - oo fiir x - 3 + (von recht

f(x) - —oo fiir x - 3 — (von links)

- f (x) besitzt bei

Die Kurve nahert sich immer mehr der Geraden x = 3: die
Gerade x = 3 ist senkrechte Asymptote.

Fir die Skizze benotlgt man noch da:

f()—

H—G—“’"

s) 9"}'/
X9

X = co

=(2-29-5)-40

Ts; X0 =3 elnfache Nenner Nullstelle

Beim Uberschreiten der Stelle x, = 3 &ndert sich das

y=2

v

-x=200 T

A X2 -0

mhalten fur |x| — oo:

2furx—>+oo

Fir groBe Werte von |x| unterscheidet sich f(x) immer

weniger von 2: y = 2 ist waagrechter Asymptote der Kurve.
Die Anndherung erfolgt nach rechts von oben und nach links

1 ) 1 )
von unten, wegen —— > 0 fir x> 3 und e < 0firx <3

-2

x=3
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Fall 1: Verhalten in der Nahe der Definitionslicken (Polstellen)

-44  -09

! x = —1 doppelte Nenner—Nullstelle

Beispiel 2: f(x) = Grn?

f(x) - +oo fiir x > —1% (Unabhangig davon, ob Annaherung
von rechts oder von links )

Beim Uberschreiten der Stelle x, = —1 tritt keine Anderung
des Vorzeichens auf: f(x) hat bei x, = —1 ein Pol ohne
Zeichenwechsel (achsensymmetrisch).

- Die Kurve besitzt die senkrechte Asymptote x = —1
2 f(x) - 0 fiir x » oo = y = 0 ist waagrechte Asymptote

|X| = oo
RN
K> no X>-o00
A,
X = 40000 F["'} (X /{) z (/10009)2

/&m ﬁ(ﬂ =

X7 1o

. ,fg 0000

[

x=-1

=2
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Fall 1: Verhalten in der Nahe der Definitionslicken (Polstellen)

Beispiel 2: f(x) = m x = —1 doppelte Nenner-Nullstelle

f(x) - +oo fiir x > —1% (Unabhangig davon, ob Annaherung
von rechts oder von links )

Beim Uberschreiten der Stelle x, = —1 tritt keine Anderung
des Vorzeichens auf: f(x) hat bei x, = —1 ein Pol ohne
Zeichenwechsel (achsensymmetrisch).

- Die Kurve besitzt die senkrechte Asymptote x = —1

2 f(x) - 0 fiir x » oo = y = 0 ist waagrechte Asymptote

Ist x, eine n-fache Nullstelle des Nennerpolynoms und
keine Nullstelle des Zahlerpolynoms, so besitzt f(x) bei x,
eine Unendlichkeitsstelle oder einen Pol;

X = X, ist senkrechte Asymptote der Kurve

n gerade < Pol ohne Zeichenwechsel

NS - .

A
(x+1)°

44

-2

x=-1

=2

y=0

Nr
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10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Fall 2: Verhalten in der Ndhe der Definitionsliicken (_ .

x2— Hochschule
. . . — . . . Fl b g
Beispiel 3: f; (x) o definiert fur alle reellen x # 1 " D ot
Applied Sciences
Xo = 1ist Nullstelle von Nenner und Zahler; fUr@ann man also den : N
Faktor (x — 1) kirzen: . % Innovaﬁve,-.'
v
x2-x x Hochschule
fl (X) = - M = x; .X' ¢ 1 4 Eine gemeinsame Initiative
X— 1 x;{ von Bund und Landern
Das Schaubild von f; (x) ist die Gerade y = xohne den Punkt (1]1). 2
Wenn wir uns an die Definitionsliicke x = 1 beliebig.nah von links und : - - - - : s
rechts ndahern, nahrt sich der Funktionswert dem \d.h. linksseitiger A

und rechtsseitiger Grenzwert fiir |x| = 1 stimmen (berein, also existiert ‘2
ein Grenzwert an dieser Stelle und wir kénnen die Funktion , stetig
fortsetzen“). Nimmt man diesen Punkt hinzu, so erhalt man die stetige
Fortsetzung der Funktion f; (x):

f;<x)={’“”1 }=x xer 71" folls 4 4

1, x=1

-4

Wie nennt x, eine stetig behebbare Definitionsliicke der Funktion f; (x).

13



10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Fall 2: Verhalten in der Nahe der Definitionsliicken (stetig behebbare Definitionsliicken)

]

2_ _
Beispiel 4: f,(x) = x x _ xl L)

x2+x-2  x2+x-2’

1 f1
Nenner-Nullstellen: x; , = _Ei 2T 2=-

= x1 = -2 und Xy

| w

+
1 D =R\ {-21}

TS

Zahler-Nullstellen: x3 = 0;x, = 1

Xo = 1ist Nullstelle von Nenner und Zahler; fir|x # 1|kann man also den Faktor (x — 1) T T

kirzen:
B x% —x _ x(x—1) _ x(x//ﬁ _ X
fz(x)—x2+x_2_x2+x_2_(x+2)(x//17_x+2' x#1

Um das Verhalten der Funktion an der Definitionsliicke x, = 1 ndher zu untersuchen, nahert
man sich diesem Wert von beiden Seiten an:
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Fall 2: Verhalten in der Nahe der Definitionsliicken (stetig behebbare Definitionsliicken)

2_ _
Beispiel 4: f,(x) = X x _ Xl

xX24x-2  x24x-2’

Zahler-Nullstellen: x3 = 0;x, = 1

1=D=R\{-21}
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Xo = 1ist Nullstelle von Nenner und Zahler; fir x # 1 kann man also den Faktor (x — 1) T

kirzen:
x% —x x(x—1)

x(x—1) x

fZ(x)=x2+x—2 X2tx—2
man sich diesem Wert von beiden Seiten an:
,von links an die 1“
f2(0) =0
f2(0,5) = 0,2
£2(0,9) = 0,310345
£2(0,99) ~ 0,33110

£,(0,999) ~ 0 333111
lmh.aw‘dgp Ge-"  LTROnSSEdiger (rew W#

,von rechts an die 1“
f2(2) = 0,5

f»(1,5) = 0,42857
f,(1,1) = 0,35484

(x+2)(x — 1)

Um das Verhalten der Funktion an der Definitionslicke x, =

£,(1,01) ~ 0,3355548
£>(1,001) ~ 0,3335554

; 1
x+2 x

1 naher zu untersuchen, nahert

m Foy) = ﬂmf(x = 0% =

fﬁw f[w

Y9 4

4

14



10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Fall 2: Verhalten in der Nahe der Definitionsliicken (stetig behebbare Definitionsliicken)

2_ —_
Beispiel 4: f,(x) = x4-x _ x(x-1)

x2+x-2  x2+x-2’

1 1 1 3
Nenner-Nullstellen: x; , = _Ei Z+ 2= _EiE
= x1 — _2 und x2 -

Zahler-Nullstellen: x3 = 0;x, = 1

Xo = 1ist Nullstelle von Nenner und Zahler; fir x # 1 kann man also den Faktor (x — 1) T T T AT ! ! [

kirzen:

x% —x x(x—1)

fa(x) =

x(x—1)

X

Um das Verhalten der Funktion an der Definitionsliicke x, = 1 ndher zu untersuchen, nahert

man sich diesem Wert von beiden Seiten an:
yvon links an die 1“
f2(0)=0
£»(0,5) =0,2
£2(0,9) = 0,310345
£2(0,99) = 0,33110
£2(0,999) =~ 0,333111

,von rechts an die 1“
f2(2) =105

f2(1,5) ~ 0,42857
f2(1,1) ~ 0,35484
f>(1,01) ~ 0,3355548
f>(1,001) ~ 0,3335554

x2+x—2=x2+x—2_(x+2)(x—1)=x+2;

x#1 u

—> Die Funktion néhert sich in x, = 1 dem Funktionswert 3

Man sagt ,,die Funktion strebt fiir x = 1 gegen §

> Hierbei handelt es sich um eine Grenzwertbetrachtung. Man schreibt:

| | | Cxy (11
lim £,(0) = lim £,() = limf,(x) = lim (x )= |1 X 2| =3

(Sprich: “Linksseitiger Grenzwert gleich rechtseitiger Grenzwert gleich
Grenzwert (Limes) von f (x) fiir x gegen 1°).
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X2y« - (X-*')z-**’ olopp ebbe Def. ducte

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen .I

10. Funktionen

Fall 2: Verhalten in der Nahe der Definitionsliicken (stetig behebbare Definitionsliicken)

X =4 Wllsilie Vom tehler Und Aeanes

. . x—1 .. .. 1
Beispiel 5: f5(x) = Py Spe definiert fur alle reellen|x # 1 6 ~+ gzﬂ;iff;‘;e
University of
f ( ) _ x—1 _ =T _ 1 +1 5 A;;:iltsyc?ences
3\X) = 2(x2-2x+1) 2(x-1D¥ 2(x-1)’ x !
ausgezeichnet als:
Die Definitionsliicke xo = 1 ist auch durch Kirzen nicht zu beheben. In der ; -
geklrzten Form ist xo immer noch Nullstelle des Nenners, aber nicht mehr Y ,{,’;’ég:ghtb‘fg <4
Nullstelle des Zahlers: ) Ene gemeinsane e
f3(x) hat an der Stelle x, = 1 einen Pol mit Zeichenwechsel. o
6 5 -4 3 N 2 3 4 5 6 ?>
Ist xo Nullstelle des Nennerpolynoms und des Zdhlerpolynoms -1
einer gebrochenrationalen Funktion f(x), so sind zwei Falle H
moglich: jmas
a) f(x) kann (durch Kirzen) bei x, stetig erganzt werden; i
b)  f(x) besitzt bei x, einen Pol. 4

15



10. Funktionen

Verhalten fir |x| - oo (x - +o0)

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen .I

Sei f (x) = gx) _ apx™+ap—1x™ +-tajx+ag
T h(x) T bpx™M4bpm_1x™ L +bix+bg

Hochschule
Flensburg
+ e University of
1 Falln < m: Applied Sciences
- x-Achse ist die waagerechte Asymptote. J ausgezeichnet as:
- Der Grenzwert von f(x) fir x = too ist dann gleich Null: lim 9 _ 0 - = — - —— x N
|x|>00 h(x) T T il Innovative o
3(8_5 =%y Hochschule
o . 8x2-5 . x (;—x—s) 0 = . .
Beispiel: lim — = lim — === =0 G gemereare e
x[—oo x3482=1  |x[>oo x3(14 55 1
2 % o

n

Bx-5
GRS

16



10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen .I

Verhalten fir |x| = oo (x - +0)

n-1
Self (x) gx) _ apx"+ap_q1x + “+aix+ag

Hochschule
m Flensburg
R(x)  bpx™+bpy_ 1L +byx+bg - University of
1 Falln < m: Applied Sciences
- x-Achse ist die waagerechte Asymptote. J ausgezeichnet as:
. . . X Al T SR R
- Der Grenzwert von f(x) fir x = too ist dann gleich Null: llm 9x) _ =0 —_—a A : = o
|x|—>00 h(x) Innovative o
Y25 xs(ﬁ_i) Hochschule
. . . 3 - ) -
Beispiel: llm 3 = lim —*5~ = | | =0 o e

2. Falln=m: | I
n

- die Gerade y = a— ist die waagerechte Asymptote | ‘
> lim f(x) = const ; : \

|x|—>00 / : \

= _,)——"/ v=2/3 "\\
2 x2 2_1 T —
P -7x . 2 \
Beispiel: 11m . = lim (—1200 = { . x
|x|—>00 7x -1000  x->+oo x2(3+___2) 3 | r
X -0

Ax® ix ANE 5 too B

R s ")“*
xz

Lelts

16



10. Funktionen

10.4 (Gebrod
Verhalten fij

. x)  apx™+ap_1x" 1+ ta x+a
Self (x) _ g _Yn n—1 1 0

1.

Hochschule
- - m m-1 Flensburg
h(x) by x™+bpy_1 x4+ b1x+bg i University of
Falln < m: Applied Sciences
- x-Achse ist die waagerechte Asymptote. J ausgezeichnet as:
. . . . X AR R e S
—> Der Grenzwert von f(x) fur x — too ist dann gleich Null: lim 9x) _ —_—a A : = o
|x| =00 h(x) Innovative o
3(8_5 Hochschule
o . 8x2-5 . x (;—x—s) 0 = . .
Beispiel: lim ———= — XX == =0 Eine gemensame e
x[—oo x348x=1  |x[ooox3(145—75) 1
X X : I
Falln = m: # ‘
. a . .
- die Gerade y = b—“ ist die waagerechte Asymptote ] |
m f
. | |
- lim f(x) = const ] \
|x|>00 Lo 2! AL
2 7 R — = 7_.7___‘ﬁ.+__'-w — :\\
o . 2x2-7x . x°(2— 2 TR R RN o e G B Eo e T
Beispiel: lim ——————= lim % == { \I
|x|>00 7x+3x2-1000  x—+oo x2(3+___2) 3 J
x o | |
|
Falln > m: \ \

- mit Polynomdivision zu einer echt gebrochenrationalen Funktion
umformen; fir unendlich groRe x geht der Bruch im Rest zu Null

Asymptote
x=0,5%-1

A
i~ a1

- der er Asymptote an o
-2 lim g = +00 (das Vorzeichen hdngt vom Vorzeichen von a,, und davon ab, ob ==
|| =00 R(x) Foll 4 - e
n gerade oder ungerade ist) O
Beispiel %x3+x—2 1 1 §x+1 7 y +
eispiel: f(x) = 5 5 =3¢ — 1+ Wfﬁ |x|l£>noof(x) - x®
g

ﬁ&zmrﬁole/

—taoc  1°



10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Beispiele

A_v‘ '
p=X Polnmomo’«l/.
Tox+1
(/:GYLI) 1+
_y=4
- o | g

i
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ausgezeichnet als:
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Beispiele

y=x(x—=1)(x—2)(x—23)

2

|y

+1

0 M
_1 s
=10X 72

H‘l’
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10. Funktionen

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Beispiele .I
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10. Funktionen

Beispiele

10.4 (Gebrochen)-rationale Funktionen lI

Hochschule
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; l : ¥ et Canorm
+ ¥y y=—t— +—=
2 x—2
Cx2-2x+1 (X -1)
x2+1 X% 4

] 0 s N | o I X
0 1,(”( x \ ‘-T——:—_z

S Qx4 X/ /é’*/ |

o et g AR
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