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5.1 Reinquadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑐 = 0 , 𝑎 ≠ 0

Die reinquadratische Gleichung 𝑎𝑥2 + 𝑐 = 0 lässt sich durch äquivalente Umformungen in folgende Form bringen:

𝑎𝑥2 + 𝑐 = 0 ⇔ 𝑥2= −
𝑐

𝑎

1. −
𝑐

𝑎
> 0 : zwei Lösungen 𝑥1 = −

𝑐

𝑎
und 𝑥2 = − −

𝑐

𝑎
;

2. −
𝑐

𝑎
< 0 : nicht lösbar in ℝ;  𝐿 = { } ;

3. 𝑐 = 0 : einzige Lösung 𝑥 = 0

Beispiele:
a) 4𝑥2 − 121 = 0

⇔ 4𝑥2 = 121 ⇔ 𝑥2 =
121

4
⇔ 𝑥1,2 = ±

121

4
= ±

11

2

b) 2𝑥2 − 5 = 0

⇔ 𝑥2 =
5

2
⇔ 𝑥1.2 = ±

5

2
= ±

5
4
2

c) 𝑥2 + 64 = 0

⇔ 𝑥2 = −64 ⇒ keine reelle Lösung 

5. Quadratische Gleichungen
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5.2 Spezielle quadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 = 0 , 𝑎, 𝑏 ≠ 0

Die Lösungen der speziellen quadratischen Gleichung 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 = 0 ergeben sich durch Ausklammern:

𝑥 (𝑎𝑥 + 𝑏) = 0

Nach „Produkt-Null-Satz“ (𝑎 ⋅ 𝑏 = 0 ⇔ 𝑎 = 0 oder 𝑏 = 0)  ergibt sich, dass entweder 𝑥 = 0 oder 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0.

Die Lösungen sind deshalb 𝑥1 = 0 und 𝑥2 = −
𝑏

𝑎
.

Beispiel: 𝑥2 − 3𝑥 = 0

⇒ 𝑥 𝑥 − 3 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 − 3 = 0

⇒ 𝑥1 = 0 und 𝑥2 = 3

𝐿 = {0, 3}

5. Quadratische Gleichungen
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5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0

1. Lösungsmethode „quadratische Ergänzung“

Manchmal ist es erforderlich einen Ausdruck in die Form eines Binoms zu 
bringen (z.B. quadratische Form einer verschobenen Parabel). 

Dies geschieht mit Hilfe des 2. Binoms, indem es „rückwärts“ angewendet wird.

5. Quadratische Gleichungen

Durch quadratische Ergänzung wird der Term 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 als 
Summe eines mit einem Faktor versehenen Quadrats und einem 
konstanten Anteil dargestellt:

i. Normalform: 𝒙𝟐 + 𝒅𝒙 + 𝒄,  für  𝑎 = 1

Weiter: die Nullstellen direkt berechnen wie in der reinquadratischen Gleichung!
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5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0

1. Lösungsmethode „quadratische Ergänzung“

ii. Allgemeine Form: 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄

5. Quadratische Gleichungen

Beispiel: Wir formen den Term 
− 3 𝑥2 + 𝑥 − 5
durch quadratische Ergänzung um 
und berechnen die Nullstellen: 
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5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0

1. Lösungsmethode „quadratische Ergänzung“

ii. Allgemeine Form: 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄

5. Quadratische Gleichungen

Aufgabe: Formen Sie folgenden Term mit quadratischer Ergänzung um:
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5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0

2. Lösungsmethode „Mitternachtsformel“ oder „abc-Form“

Allgemeine Form: 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄

𝑥1,2 =
−𝑏 ± 𝐷

2𝑎
mit Diskriminante 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐

Die Anzahl der Lösungen hängt von D ab:

i. Für 𝐷 > 0 gibt es zwei Lösungen;

ii. Für 𝐷 = 0 gibt es eine Lösung;

iii. Für 𝐷 < 0 gibt es keine Lösungen: 𝐿 = { }

Beispiel: −
1

2
𝑥2 + 3𝑥 − 2 = 0

𝐷 = 32 − 4 ⋅ −
1

2
⋅ −2 = 9 − 4 = 5 > 0 → es gibt zwei Lösungen

⇒ 𝑥1 = −
3+ 5

2⋅ −
1

2

= 3 − 5 ∧ 𝑥2 =
−3− 5

2⋅ −
1

2

= 3 + 5

𝐿 = {3 − 5, 3 + 5}

5. Quadratische Gleichungen
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5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0

3. Lösungsmethode „pq-Formel“ (Sonderfall von „abc-Form“) 

Nur für Normalform 𝒙𝟐 + 𝒑𝒙 + 𝒒 mit 𝒂 = 𝟏 gültig:

5. Quadratische Gleichungen

Beispiel: Wir lösen die folgende Gleichung mit 
quadratischer Ergänzung und direkt mit der 𝑝𝑞-Formel:

𝑥2 − 6𝑥 + 4 = 0

a. Quadratische Ergänzung ergibt:
𝑥2 − 6𝑥 + 9 − 9 + 4 = 0
bzw. 𝑥 − 3 2 = 5

b. Mit 𝑝 = −6 und 𝑞 = 4 bekommen wir:
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5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0

4. Lösungsmethode „Satz von Vieta“ (1540-1603) 

Nur für Normalform 𝒙𝟐 + 𝒑𝒙 + 𝒒 mit 𝒂 = 𝟏 gültig:

5. Quadratische Gleichungen

Beispiel 1: Gesucht ist die Normalform der quadratischen 
Gleichung, welche die folgenden Lösungen besitzt :

𝑥1 = 1 + 2 und 𝑥2 = 1 − 2 .

Lösung: Nach Satz von Vieta gilt

𝑝 = − 𝑥1 + 𝑥2 = − 1 + 2 + 1 − 2 = −2

𝑞 = 𝑥1 ∙ 𝑥2 = 1 + 2 1 − 2 = 1 − 2 = −1

⇒ Normalform lautet: 𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 0

Beispiel 2: 

𝑥2 − 12𝑥 + 35 = 0

⇔ 𝑥1 + 𝑥2 = 12

𝑥1 ⋅ 𝑥2 = 35

⇔ 𝑥1 = 7 ∧ 𝑥2 = 5

⇒ 𝐿 = {5, 7}

Beispiel 3:

𝑥2 + 𝑥 − 2 = 0

⇔ 𝑥1+𝑥2 = −1

𝑥1 ⋅ 𝑥2 = −2

⇔ 𝑥1 = −2 ∧ 𝑥2 = 1

⇒ 𝐿 = −2,1
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5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0

5. Sonderfälle 

5. Quadratische Gleichungen
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Allgemeine Gleichungen

Neben den bisher beschriebenen (Standard-)Formen können Gleichungen natürlich auch jede andere mathematische 
Form haben.

6. Wurzelgleichungen 

Indem man die linke Seite einer Gleichung auf die rechte Seite bringt, erhält man folgende Aussage: 

Die allgemeinste Form einer Gleichung ist  𝑓 𝑥 = 0
Dies bedeutet:  
Das Lösen einer Gleichung entspricht der Suche nach den Nullstellen einer Funktion.
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Definition und Lösungsweg

Gleichungen mit Wurzel, in deren Radikanden die Unbekannte 𝒙 vorkommt, heißen Wurzelgleichungen. 

Falls nur eine Wurzel der Form 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 auftritt und außerhalb der Wurzel die Unbekannte 𝑥 nur linear 

vorkommt, bietet sich folgender Lösungsweg an:

1. Man bringe die Wurzel auf eine Seite.

2. Man quadriere beide Seiten der umgeformten Gleichung.

! Quadrieren ist keine Äquivalenzumformung, da durch das Quadrieren kommt eine Lösung dazu. 

3. Man Löse die entstehende Gleichung.

4. Man überprüfe, welche der Lösungen die Ausgangsgleichung tatsächlich erfüllt → Probe!

6. Wurzelgleichungen 
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Beispiele

6. Wurzelgleichungen 
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Beispiele

6. Wurzelgleichungen 
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Polynome

Eine Gleichung 𝒏-ten Grades oder Polynom vom Grad n ist eine Summe von Potenzfunktionen mit ganzzahligen 
Exponenten. Allgemein schreibt man:

Die Parameter 𝑎𝑘 werden dabei als Koeffizienten bezeichnet.

7. Gleichungen n-ten Grades

Beispiele:

1. Polynom 4. Grades:

2. Polynom 3. Grades:

3. Polynom 1. Grades (Gerade):
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Polynome

7. Gleichungen n-ten Grades

Polynome können wir addieren:

Polynome können wir dividieren. 
Wie bei den ganzen Zahlen kann eine Division aufgehen oder es kann ein Rest bleiben.
Ähnliches gilt nun für Polynome. Offensichtlich enthält das Polynom: 

das Polynom 𝑄(𝑥) = 𝑥 + 1 als Teiler:
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Nullstellen

7. Gleichungen n-ten Grades
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Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Ist 𝑃(𝑥) ein Polynom vom Grad 𝑛, 𝑄(𝑥) ein Polynom vom Grad 𝑚 und 𝑛 ≥ 𝑚 ≥ 1. Dann gibt es genau
ein Polynom 𝐹(𝑥) (Quotient) vom Grad 𝑛 −𝑚 und genau ein Polynom 𝑅(𝑥) (Rest) mit einem Grad kleiner als 𝑚,
so dass gilt:

𝑃(𝑥) = 𝐹(𝑥) 𝑄(𝑥) + 𝑅(𝑥)

Betrachten wir zum 
Vergleich den Algorithmus 
zur Division von natürlichen 
Zahlen mit Rest:

Wir haben damit folgende 
Gleichungen schematisch 
erfasst:

Dividend Divisor Quotient Rest

15 : 5 = 3 0

7295 : 13 = 561 2
13

Grundidee: Bei jedem Schritt wird die Stellenzahl des Restes um eins erniedrigt, bis der Rest kleiner als der Divisor 
ist. Analog dazu geht man bei Polynomen vor und erniedrigt den Grad des Restpolynoms solange um eins, bis der 
Rest einen kleineren Grad als der Divisor hat.

Wir können die Polynomdivision 
mit Rest durchführen:



ausgezeichnet als:

24

Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Wir führen folgende Polynomdivision algorithmisch durch:

• Dividend und Divisor nach den Potenzen in der Reihe nach „sortieren“.
• Wenn eine Potenz fehlt, schreiben Sie die fehlende Potenz als Null auf.
• Bei Polynomdivision wird wie beim schriftlichen Dividieren zweier natürlicher Zahlen vorgegangen.
• Division abbrechen, wenn der Rest um ein Grad kleiner als Divisor ist.
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Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Beispiel:
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Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Beispiel:
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Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Analog zur Primzahlenzerlegung lassen sich auch Polynome in einzelne Faktoren zerlegen. Wir nennen 
das die Faktorisierung eines Polynoms. Betrachten wir z.B. das Polynom 𝑥2 − 1, so lautet dessen 
Zerlegung:

𝑥2 − 1 = (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)

Man erkennt, dass die Division genau dann ohne Rest (𝑟 = 0) aufgeht, wenn eine Nullstelle 𝒙𝟎 des 
Polynoms 𝑃(𝑥) vorliegt.

Das Polynom 𝑃(𝑥) vom Grad 𝑛 ≥ 1 besitzt die Nullstelle 𝑥0 . Dann gibt es genau ein Polynom 
𝐹(𝑥) vom Grad 𝑛 − 1 mit der Eigenschaft: 

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0 ) 𝐹(𝑥)
Wir sprechen von der Abspaltung eines Linearfaktors.
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Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Ist eine Nullstelle bekannt, so können wir durch Polynomdivision eine Teilfaktorisierung erhalten. 
Betrachten wir dazu das folgende Beispiel:
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Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Dorfmeister, J. (2010): Vorlesungsskript
für den Vorkurs Mathematik für
Elektrotechniker und Informationstechniker
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Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Aufgabe:

1. Eine Nullstelle 𝑥1 raten:

2. Durch (𝑥 − 𝑥1) dividieren:

3. Restliche Nullstellen bestimmen:
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Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

7. Gleichungen n-ten Grades

Lösung:
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