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5. Quadratische Gleichungen
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5. Quadratische Gleichungen

5.1 Reinquadratische Gleichungen
ax’+c=0,a#0 .

. . . . . . . . . . Hochschul
Die reinquadratische Gleichung ax? + ¢ = 0 lasst sich durch dquivalente Umformungen in folgende Form bringen: Flonsburg
University of
ax 4+ c = 0 & x C Applied Sciences
ausgezeichnet als:
¢ [
1. ——> 0:zweildsungen x; = ’—— und x, = / InnovativeJ
a
Hochschule
2. _Z < 0 :nichtlésbarinR; L ={};

3. ¢ =0:einzigelLosungx =0

Beispiele:
a) 4x*>—-121=0

cal=1lex’=""ex,=1t =t
b) V2x% —
2 _ 5 _ L[5 _ Vs
=X —ﬁ@xl_z—i \/E_i%

c) x2+64=0

& x? = —64 = keine reelle Losung



5. Quadratische Gleichungen

5.2 Spezielle quadratische Gleichungen
ax?+bx =0, a,b#0 I

Die Lésungen der speziellen quadratischen Gleichung ax? + bx = 0 ergeben sich durch Ausklammern: Flonsbary
iversity of
X (ax + b) =0 ngl?ég tSycioences
Nach ,,Produkt-Null-Satz“ (a - b = 0 & a = 0 oder b = 0) ergibt sich, dass entweder x = 0 oder ax + b = 0. o ry
) Innovative of
Die Losungen sind deshalb x; = O und x, = —. Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
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Beispiel: x> —3x =0
=>x(x—3)=0x=0Vvx—-3=0
= x; =0undx, =3

L ={0,3)



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0 .

. o o Hochschul
1. Loésungsmethode ,quadratische Ergidnzung” Flensburg

University of

. . . . . . . 2 53 . 3 Applied Sci
Manchmal ist es erforderlich einen Ausdruck in die Form eines Binoms zu 1. (a+b)" = a® + 2ab+ b? ppiied seiences
bringen (z.B. quadratische Form einer verschobenen Parabel).

ausgezeichnet als:

2. (a—b)* =a? — 2ab+ b? ',
Dies geschieht mit Hilfe des oder 2. Binoms, indem es , riickwérts” angewendet ,ﬂ’;’gg:f,f&‘[g
wird. Eine gemensame et
Durch quadratische Erganzung wird der Term ax? + bx + ¢ = 0 als
Summe eines mit einem Faktor versehenen Quadrats und einem
konstanten Anteil dargestellt:
d* d’ dy d’
2 2
. . X+de+roe=x"+dx+———+ec={x+—| +|c——
i.  Normalform: x> +dx + ¢, fir a=1 4 4 ( 2] [ 4}

Beispiele:

¥ +2x+3 :[x" +1x+%}+[3—%]={r” +2x+1)+2 = (x+1)* +2

.

.:1—41+T=[-"’3—4x+ [_:}-]4-[?_%]: (v ~4x+4)+(7-4)=(x-2) +3

Weiter: die Nullstellen direkt berechnen wie in der reinquadratischen Gleichung!



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0 .

o . o 2_ 2. @ Hochschule
1. Loésungsmethode ,quadratische Erganzung” 1 {at+b)”=a"+32ab+0b Flensburg
5 2 University of
i i . 2 b b 2 (a—b)¢ =a® — 2ab+ 1P Applied Sciences
ii. Allgemeine Form: ax” + bx + ¢ SR L T L e a(x + _) teo— — |
2 ﬂ- "11-{1 ausgezeichnet als:
N |
Wir priifen mit der binomischen Formel nach: ﬂ(’)’gg;’gf%‘;g
{Ixz +bx+c = (I(xg + E I) +c sgr:‘eE?er;eLr;zarlgiégi:;ative

i)z—(%)z)“

Beispiel: Wir formen den Term , , 1
—3x2 £ x—5§ —3x“+x—5 = —3(1: —Ex)—E
durch quadratische Erganzung um 5 1 11
. = _3(1 ——x+—2——2)—5
und berechnen die Nullstellen: 3 6% 6
1\2 |, 3
- a(e-2) s
_ a1y’ _ 50
- B(I 6) 12" 6



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0 .

. . 1. {a+ b =a®+2ab+ b Hochschule
1. Lésungsmethode , quadratische Erganzung” Flensburg
2 {a—b)? =a? —2ab+ 1 Hnivlfégitsycgmes
ii. Allgemeine Form: ax? + bx + ¢ hy2 b2 o
axZ+bx+c= a(x + —) +¢c—— S—
2a 4a ry
Innovative
Hochschule
Aufgabe: Formen Sie folgenden Term mit quadratischer Erganzung um:
_Z.2 _
> x“+x—9



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0 .

. o Hochschul
2. Lésungsmethode , Mitternachtsformel” oder ,,abc-Form“ Flensburg
University of
H Applied Sci
Allgemeine Form: ax? + bx + ¢ pplied Sciences
_b i \/5 ausgezeichnet als:
X1, = ———— mitDiskriminante D = b? — 4ac "
) 2a Innovative
Hochschule
Die Anzahl der Ldsungen hangt von D ab: fne gemnsae e

deLd

i. FurD > 0 gibt es zwei Losungen;
ii. FurD = 0 gibt es eine Losung;
iii. Far D < 0 gibt es keine Lésungen: L = { }

Beispiel: —%xz +3x—-2=0
D=3%2-4. (—%) +(=2)=9—-4=5>0 - es gibt zwei Losungen

o =5 3 B Ax, = 3—\/_—3+\/—

() 2(=3)
L={3-53+5}



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen

ax®’+bx+c=0, abc#*0 .
.o hschul
3. Losungsmethode , pq-Formel” (Sonderfall von , abc-Form*) Flonsburg
Univgrsity pf
Nur fiir Normalform x? + px + q mita = 1 giiltig: Applied Sciences

pq-Formel: Wenn die Diskriminante d nichtnegativ

ausgezeichnet als:
ist:

! )

i=B)?-g=0 Hoenechore
o o . N . . . -\ 4= ochschute
Beispiel: Wir |0sen die folgende Gleichung mit 2
quadratischer Ergdnzung und direkt mit der pg-Formel: hat die quadratische Gleichung

Xz —6x+4=0 x2+px+qg=0

a. Quadratische Erganzung ergibt:
x> —6x+9—-9+4=0

zwei reelle Lésungen:

P, |(P)\°
= ———I— —_— —_ .
bzw. (x —3)? =5 *1/2 2" (z) 1
. _ _ . Falls d = 0 ist, fallen die Lésungen zu einer einzigen
b. Mitp = —6 und g = 4 bekommen wir: susammen.
__P, e\ _ _ NG
x1/2——5i 2 —-qg=3+,5.



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0

4. Losungsmethode ,Satz von Vieta” (1540-1603)

Nur fiir Normalform x? + px + ¢ mita = 1 giiltig:

Beispiel 1: Gesucht ist die Normalform der quadratischen
Gleichung, welche die folgenden Lésungen besitzt :

x;=1++v2undx, =1—-+2.

Lésung: Nach Satz von Vieta gilt e ¥4 pr+g=(r—x)(x—x3).
p=—(+x)=—-(1+V2+1-+2)=-2
q=x-x=01+V2)(1-vV2)=1-2=-1
= Normalform lautet: x> —2x —1 =0
Beispiel 2: Beispiel 3:
x?—12x+35=0 x2+x—-2=0
S xtx =12 S xt+x, =—1

X1 Xy =35 X1 Xy = —2
©x1=7ANxy=05 S x1=—2ANx, =1

=L ={57} = L={-21}

3atz von Vieta Ga| (2)2 — g = 0, dann besitzt die Gleichung

¥2t+pxr+g=0

Zwei Nullstellen x; und x;. Es gilt

Xy txz = —p, X1x2 =4,
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5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen

ax’+bx+c=0, a,b,c+0

5. Quadratische Gleichungen

5. Sonderfalle

Beispiel
X*+4x*+3x=0
x(x*+4x+3)=0 x, =0

4+ -4 1-3) —4+44
X33 = -
2-1 2
x,=-1, x;=-3
L={-3-10}

Beispiel:

x'=10x2+9=0 Substitution: z = x*

z2=10z+9=0

__10£410°-36 _ 10+ V64

" 2 2

21210;8:9 =z, =9=x,=43
10—

zZ, = 28=1 xX*=z,=1=x,, =%l

L=1{-3,-113]
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6. Wurzelgleichungen
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6. Wurzelgleichungen

Allgemeine Gleichungen

Neben den bisher beschriebenen (Standard-)Formen konnen Gleichungen natiirlich auch jede andere mathematische

Form haben.
Beispiele:
Inx—Inx* =5,
Nx+3=2+5x
. X
SIn x = —
2

Indem man die linke Seite einer Gleichung auf die rechte Seite bringt, erhalt man folgende Aussage:

Die allgemeinste Form einer Gleichungist f(x) =0
Dies bedeutet:

Das Losen einer Gleichung entspricht der Suche nach den Nullstellen einer Funktion.
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6. Wurzelgleichungen

Definition und Losungsweg I

Hochschule
Gleichungen mit Wurzel, in deren Radikanden die Unbekannte x vorkommt, heillen Wurzelgleichungen. Flensburg

University of
Applied Sciences

Falls nur eine Wurzel der Form Vax?2 + bx + c auftritt und auRerhalb der Wurzel die Unbekannte x nur linear

ausgezeichnet als:

[
vorkommt, bietet sich folgender Losungsweg an:

Innovative
Hochschule =
1. Man bringe die Wurzel auf eine Seite.

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

2. Man quadriere beide Seiten der umgeformten Gleichung.

I Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung, da durch das Quadrieren kommt eine Lésung dazu.

3. Man Lose die entstehende Gleichung.

Man lberprife, welche der Losungen die Ausgangsgleichung tatsachlich erfillt - Probe!

15



6. Wurzelgleichungen

Beispiele I
Hochschule
Flensburg
1. University of
Applied Sciences
ausgezeichnet als:
—Vat+r—14 =2z Probe : ry
: I ti
o M-2%2=V@tz_14(? 14— VI 114142214 Hochschule
o (14 — 217)2 — 2 r—14 14 — 14 #£ 28 Von Bund und Landern
& 196 — 56z + 42’ =27 + 2 — 14
. 5215 14=2.
& 322 - 5Tr+210=0]:3 M=V5+5-14=2-5
N 3:2—19;r—|-70—[] M-d=10
361 1 9 9
= - = ﬂ: \f —70 = 1/ — 4=
1.2 = > F3
r = 5 .332

Das heiBt, =1 = 5 erfillt die Gleichung, wohingegen a2 = 14 nicht als Losung in Frage kommt.

16



6. Wurzelgleichungen

Beispiele I
Hochschule
2. Flensburg

University of
Applied Sciences

]_ — I = W SI — ]_]_ I ()2 Prﬁbe : ausgezeichnet als:
L FTa o ~
(1—z)* =52—11 I=3=v5-3-1 Innovative o
1— 2+ 2% =5z — 11 —2#2 Hochschue
r? —Tr+12=10
= = :I: — —12== -4 =
V 3 V17373 —3#3
I = 3 .I?g

Weder 1 = 3 noch x9 = 4 erfiillen die Gleichung.

17
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7. Gleichungen n-ten Grades
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7. Gleichungen n-ten Grades

Polynome

Eine Gleichung n-ten Grades oder Polynom vom Grad n ist eine Summe von Potenzfunktionen mit ganzzahligen
Exponenten. Allgemein schreibt man:

Hrt{m} = @y :En"'ﬂ'n—l '-En_l +stapxr+ap, A ?é[:'
Die Parameter a; werden dabei als Koeffizienten bezeichnet.

Beispiele:

1. Polynom 4. Grades:
Plz)=3z"-22% + =z,
2. Polynom 3. Grades:
Plx)=3z%-2x—1

3. Polynom 1. Grades (Gerade):

Plx)=-3x+2
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7. Gleichungen n-ten Grades

Polynome

Polynome kénnen wir addieren:

Durch die Addition von Polynomen entsteht wieder ein Polynom. Addieren wir die Polynome

Plz)=32"-22r -1 und Qz)= 42" +22% - 32+2,

so entsteht das Polynom

Px)+Q(x) =32 -2 —1—-42* +22° - 3204+ 2= 42 + 525 - 52 +1.

Polynome kénnen wir dividieren.

Wie bei den ganzen Zahlen kann eine Division aufgehen oder es kann ein Rest bleiben.
Ahnliches gilt nun fiir Polynome. Offensichtlich enthilt das Polynom:

Plz)=2*+2z+1=(z+1)*

das Polynom Q(x) = x + 1 als Teiler:
2 4+2z+1
r+1

=r+1.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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7. Gleichungen n-ten Grades

Nullstellen .I
Hochschule
Die Losungen der Gleichung a,a™ + a, 12" ' + ... 4+ asz® + a1z + ap = 0 stellen die Nullstellen des U
- . . g . . Applied Sci
Polynoms f (x) dar. Fir Polynome vom Grad n = 3 sind die Nullstellen haufig nicht mit elementaren ppiied seiences
Rechenmethoden |osbar. In diesem Fall werden die Losungen numerisch bestimmt/angenihert. e
Iy
Innovative
Hochschule
Das Hornerschema Polynomdivision

22



7. Gleichungen n-ten Grades

Polynomdivision

Ist P(x) ein Polynom vom Grad n, Q(x) ein Polynom vom Grad mundn = m = 1. Dann gibt es genau
ein Polynom F(x) (Quotient) vom Grad n — m und genau ein Polynom R(x) (Rest) mit einem Grad kleiner als m,
so dass gilt:

P(x) = F(x) Q(x) + R(x)

Wir kdnnen die Polynomdivision  p(x) R(x)
mit Rest durchfiihren: Q(z) Fla)+ Qlx)
Betrachten wir zum 7205 13 =561 4213 Wir haben damit folgende | 7295 = 13-500+ 795,
Vergleich den Algorithmus —65 Gleichungen schematisch 795 = 13-60+15,
zur Division von natirlichen ;;*5 erfasst: 15 = 13-1+2.
Zahlen mit Rest: O o conc Divisor_|auotient | est

—13 15 L8 =3 0

7295 :13 =561 2

Grundidee: Bei jedem Schritt wird die Stellenzahl des Restes um eins erniedrigt, bis der Rest kleiner als der Divisor

ist. Analog dazu geht man bei Polynomen vor und erniedrigt den Grad des Restpolynoms solange um eins, bis der
Rest einen kleineren Grad als der Divisor hat.
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7. Gleichungen n-ten Grades

Polynomdivision

Wir fiihren folgende Polynomdivision algorithmisch durch:

3r+2
(a* +3x =2) : |(@®|+2) =2 -2+
(o 927 x4+ 2
—2x° +3x -2
—(—2a" —4)
3z 42

Wir haben damit folgende Gleichungen schematisch erfasst:

et 4+3x—-2 = 2*(2?+2|-22243x-2,
2% +32—-2 |= —22*+2)+B3x+2.

Dividend und Divisor nach den Potenzen in der Reihe nach ,sortieren”.
Wenn eine Potenz fehlt, schreiben Sie die fehlende Potenz als Null auf.

Bei Polynomdivision wird wie beim schriftlichen Dividieren zweier nattrlicher Zahlen vorgegangen.
Division abbrechen, wenn der Rest um ein Grad kleiner als Divisor ist.
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7. Gleichungen n-ten Grades

Polynomdivision

Hochschule
( 30+ 251 — P +I+1):(IE+|)=

Beispiel:

Flensburg
University of
Applied Sciences
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7. Gleichungen n-ten Grades

Polynomdivision .I
. . Hochschule
Beispiel: 5z 43 Flensburg
5 'l e . [ 32 — 9.3 2 . - University of
(3 +2 —a +o+1): (2 +1) =30 + 20 —do -2+ Universiyof
— 3z — 3z
QIi o 4$:§ ausgezeichnet als:
a4 a2 a > |
2 2r Innovative
—4r® — 9212 4+ 1 Hochschule
4'_’1"3 + 4:‘{: von Bund und Léndern
— 22 + bz + 1
22 + 2
hr+3

26



7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

Analog zur Primzahlenzerlegung lassen sich auch Polynome in einzelne Faktoren zerlegen. Wir nennen
das die Faktorisierung eines Polynoms. Betrachten wir z.B. das Polynom x? — 1, so lautet dessen

Zerlegung:
x2—1=(x+ Dk - 1)

Man erkennt, dass die Division genau dann ohne Rest (r = 0) aufgeht, wenn eine Nullstelle x, des
Polynoms P (x) vorliegt.

Das Polynom P(x) vom Grad n = 1 besitzt die Nullstelle x, . Dann gibt es genau ein Polynom
F(x) vom Grad n — 1 mit der Eigenschaft:

P(x) = (x — xo) F(x)
Wir sprechen von der Abspaltung eines Linearfaktors.
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7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

Ist eine Nullstelle bekannt, so konnen wir durch Polynomdivision eine Teilfaktorisierung erhalten.

Betrachten wir dazu das folgende Beispiel:

4,5

pla) =2+ 22° + 427 — 22 —@

1. Finden Sie eine Nullstelle von p. Betrachte:

pll)=1+4+2+4-2-

Also ist 1 = 1 eine Nullstelle.

2. Polyvnomdivision:

37 - -3x* J

et dx-5
VA _
5y
_{ i

—_—

=0

[ perranses): o) S—
3

X1 - x

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

o gm . Hochschule
4. Wir kinnen also schreiben: Flensburg :
. ’ - ; University o
1 3 2 3 2 -
ple)=x"+ 2" +4dx” —2r — 5 =(r— 1){x" + 32"+ T + 5) Applied Sciences
Nun kénnen wir mit dem neuen Restpolynom p{z) = = + 3% + Tx + 5 fortfahren:

ausgezeichnet als:

[
1. Finden Sie eine Nullstelle von . Betrachte: y 3 2 Innovative H
p—1)=—-14+3-T+5=0 P(l’): Xq,&){ +({K'2X'5ﬁ=(x'/l)(x+,{ Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Also ist 12 = —1 eine Nullstelle,

2. Polyvnomdivision:

[ .1"3+312+Tr+5):(r+1)= 24 9p 45

— g3 — 2
22 + Tx
— 20 ¢ 2
B+ 5
e
0

3. Wir kinnen also schreiben:

p={z+1)(x*+2x+5)

Da die Diskriminante D = 2% — 4.5 < () ist, hat das Polynom keine weiteren reellen

Nullstellen {wohl aber komplexe, dazu spiter mehr!) und wir haben die optimale Fak-
torisierung mit reellen Zahlen erreicht:

p{T} = [1‘ — l};ﬁ Dorfmeister, J. (2010): Vorlesungsskript

fur den Vorkurs Mathematik fir 29
= [..1. — 1}{3‘ + 1](3"2 . 5} Elektrotechniker und Informationstechniker



7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

4,20 4 +[
] ) o ) 3 2 ! / Hochschule
Aufgabe: Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f (z) = 2* — 22* — bx = (). Flensburg
University of

Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fry
/’ Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative

2. Durch (x — x4) dividieren: ()(_3 2 X 2-'5_X+ A ) : (X B 4) Tl o

1. Eine Nullstelle x; raten: K, =

T x” | R
B - x5y + b
- x4+ X
Tbx <56
‘6% 1_6
. (/_:é SREL
3. Restliche Nullstellen bestimmen: ¢, - - )
(tx_ gm0 JRarob A T
x"*'xgv; /{ \5 be’ 5 30



7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

Lésung:  Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f (x) = #* — 2% — 5z + 6 = 0, Flosbang.
University of
1. Die erste Nullstelle =1 wird , geraten™ bzw. durch Ausprobieren bestimmt. x1 = 1 ist Nullstelle Applied Sciences
der Funktion. ausgezeichnet als:
2. Das Polynom wird durch den Faktor (x — 1) dividiert. Dabei wird wie beim schriftlichen Dividieren Innovativ e'
zweier natiirlicher Zahlen vorgegangen. Hochschule
(2 =22 =Bz +6) :(x—1)= 2°—x—6
(a8 — 2?)
—z? — 5z
—(—a2* + )
e
—(—6x + 6)

0 Es gilt also a* — 22 — 5z + 6 = (z — 1) - (2% — = — 6)

3. Nun werden die Nullstellen des sich aus der Polynomdivision ergebenden Polynoms bestimmt.

?—r—6 = 0

T 15
Pla= st/ 6=zt

- me=gEy g th=gEg
=2,

Wie erhalten also die Nullstellen des Polynoms 1. = {—2:1;3}. 31



