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1. Rechengesetze
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1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen

Das griechische Alphabet

SR NM O T R

G TN =

alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta

eta

theta

A O TH 2R SR

—0mZZ >R~

10ta
kappa
lambda
my

ny

X1
omikron
pi

EE€xXR|e 49>

DX G < M

rho
sigma
tau

ypsilon

psi
omega
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1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen

Relationen zwischen Zahlen

a = b —,a gleich b“

a # b —,aungleich b“

a < b —,akleiner b“

a > b—,agroRer b”

a < b —,a kleiner oder gleich b“
a = b —,agrofBer oder gleich b“

a = b —,a ungefahr gleich b“
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1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen
Logische Zeichen (zwischen Aussagen oder Aussageformen) .

Hochschule
l'-'lgnsbqrg
A = B —,wenn A, dann B ,aus A folgt B Universiyof
A & B - ,A genau dann, wenn B“, ,A dquivalent (= gleichbedeutend) B* It .
nnovative
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1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen
Mengenschreibweise

* Aufzdhlende Form M; = {1, 2, 3}

* Beschreibende Form M; = {x | x ist natiirliche Zahl und x < 4}
,Menge aller x, fur die gilt: x ist nattrliche Zahl und x < 4“

3 € M;-,3istElementvon M;“

e 5 ¢& M, -,5ist nicht Element von M"“

* @ ={}—leere Menge, enthdlt kein Element
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1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen
Operationen mit Mengen .

Hochschule

M; U M, - ,M; vereinigt mit M, ,Vereinigungsmenge” Flensburg

University of
Applied Sciences

enthalt alle Elemente, die zu M; oder M, gehoéren
(nicht ausschlieBendes oder)

ausgezeichnet als:

Innovative of

-> Quantor ,logisches ODER": v il e

M; N M, -, M; geschnitten mit M, “, ,, Schnittmenge®, ,,Durchschnitt”
enthalt alle Elemente, die zu M; und zu M, gehéren

— Quantor ,,logisches UND“: A

M \M, - ,M; ohne M, *“ ,Differenzmenge”
enthalt alle Elemente, die zu M, aber nicht zu M, gehoéren



1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen
Operationen mit Mengen .

. . Hochschule
Beispiele: Universiny of
Applied Sciences
M1 — {1, 2, 3} ausgezeichnet als:
_ I Iy
M, ={2,4,6} ey o
Bilden Sie:
Ml U M2 —
M1 N MZ —
M;\M, =

Mz\M1 =



1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen
Operationen mit Mengen .

Hochschule

Darstellung der Mengenoperationen mit Venn-Diagrammen: Flensburg
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1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen

Relationen zwischen Mengen

M1 — M2 - ,,M1 glElCh Mzﬂ,
M; und M, besitzen dieselben Elemente

xXeEM &xeM,
M, c M, -,M, istTeilmenge von M,"
jedes Element von M, ist auch Element von M,

xXeEM =>x€M,

Sonderfille: @ ¢ M, die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge M c M
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1. Rechengesetze

1.1. Bezeichnungen und Zahlen
Zahlenmengen

N =1{1,2,3,..} = Nt - Menge aller natlirlichen Zahlen

No =1{0,1,2,3,...} = N (nach DIN 5473)

Z = [Zahl] ={...,—2,—1,0,1, 2, ...} - Menge aller ganzen Zahlen
Q = [Quotient] = {x| x = %,a € Z,b € Z\{0}} - Menge der rationalen Zahlen

R = Menge der reellen Zahlen (aller abbrechenden und nicht abbrechenden
Dezimalzahlen z.B. =85, %, V2, 25,385,, ...)

NcZcQcR
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1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln
Korperaxiome .

Hochschule
Rechenregeln der reellen Zahlen R: Cmenuts
Applied Sciences
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a+b = b+a Kommutativgesetz (KG)  (Vertauschungsgesetz) e
(a+b)+e = a+(b+ec) Assioziativgesetz (AG) (Verbindungsgesetz)
a+0 = a Neutrales Element (NE)

a+(—a) = 0 Inverses Element (IE)



1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln
Korperaxiome

Hochschule

Rechenregeln der reellen Zahlen R: Cmenuts

Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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Multiplikation et
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(a-b)-¢c = a-(b-c) (AG) 2(a-b) #2a-2b > 2(a-b) =2ab

{1 -

2= -



1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln
Korperaxiome

Hochschule
Rechenregeln der reellen Zahlen R:

Flensburg
University of
Applied Sciences
- - - . ausgezeichnet als:
Distributivgesetz (Verteilungsgesetz) ry
Innovative
Hochschule
a-b+a-c

a-(b+e) - Ausmultiplizieren

(a+b)-c = a-c+b-c & Ausklammern



1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln
Korperaxiome .

Hochschule
Rechenregeln der reellen Zahlen R: Flensburg

University of
Applied Sciences

Nur Strichrechnungen: Rechne von links nach rechts, o ry
dann machst du nichts falsch. 17’179,_5 18’122; 1:2’;32,3 fnnovative o
Nur Punktrechnungen: Rechne von links nach rechts, T
dann machst du nichts falsch. 36:4-2=9-2=18
Punkt- vor Strichrechnung: Punktrechnungen werden vor T
: } 13,4+6-9
Strichrechnungen ausgefihrt. — 134454 =674

Klammern zuerst: Was in Klammern steht, wird
zuerst ausgerechnet. 8- (25,75 —16,75)

=8-9=72




1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln
Korperaxiome

Produkt-Null-Satz:

a-b =20 ist gleichbedeutend damit, dass einer der folgenden drei Fille eintritt:

1. a=0undb+#0
2. b=0unda+#0

3 a=0undb=10

Damit ein Produkt gleich Null ist, muss mindestens einer der Faktoren gleich Null sein.
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1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln
Korperaxiome .

Hochschule
Flensburg
University of
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Aus den Korperaxiomen leiten sich folgende Vorzeichenregeln ab:

ausgezeichnet als:

r
~(a) = a Jongvate
—(a+b) = —a-—1b e gemersame
(—a)-b = —a-b
(=a)-(=b) = a-b
—ia. = —é fiira # 0
H)-H=H) (H):(+) =(+)
=) =0 (=):(+) = ()
H)-==0E) (+H):=) =)
=)= =):(=)=()




1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln

Beispiele .
. . I Hochschule
. Flensburg
B e l S p I e 1 . University of

Applied Sciences

. 2 ausgezeichnet als:
1 :]' — ( — -) = E '

3 [ o

Innovative of
Hochschule

2.) —(2+5) =-2-5= —7,0der—(2+5)= —(7) = —7, Sl

von Bund und Léndern

3.) (—3)-5=3-(—-5=—(3-5= —15

0 (-(-2)=1



1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln
Beispiele

Beispiel 2:

Wo steckt der Fehler?
a)4(Bx+ y) = 12x +y
b) Bu(4v — 2w) = 32uv + 16uw

c)05ab + b =05b(a + 1)
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1. Rechengesetze

1.2. Koperaxiome und Rechenregeln
Beispiele

Beispiel 2:

Wo steckt der Fehler?
a)4(Bx+ y) = 12x +y
b) Bu(4v — 2w) = 32uv + 16uw

c)05ab + b =05b(a + 1)
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1. Rechengesetze

1.3. Briche

Erweitern und Klirzen
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Gleiche Briche — verschiedene Namen:
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1. Rechengesetze

1.3. Briche
Rechenregeln .
Flr natlrliche Zahlen a, b, c und d gilt: Hochschule
Flensburg
a ac 1 1-2 2 University of
. . . - = - - Applied Sciences
1) Erweitern und Kirzen: b = b > =337 1
" . - han. a_ c_ate 1,3 _143_+ .
2) Addition von gleichnamigen Brichen: > T, =3 st =5 =3 Innovative.;l
Hochschule
. . - a ¢ __a-d+c-b 1,2 1-5+2-3 11 Eine gemeinsame Initiaive
3) Addition von allgemeinen Brtichen: 5 t3 =54 R T
T . .. a ¢ __ac 2 4 2-4 8
4) Multiplikation von Brichen: Y 3 S 3.5 1t
>) Multiplikation von einer ganzen Zahl mit einem b _a b _ab 5.2_2.2_22_+4
Bruch: c 1 ¢ c 3 1 3 3 3
b d d 3 13 12 12 2
= Q:ElE:E._:ﬂ— i:—'—:— —:;:—
6) Doppelbruch: € 7 b'd b ¢ bec 3 32 3 3 33 9
d 2
1 d 1_4
7) Kehrwert: 5 ¢ 3 3
4

Kein Nenner darf gleich Null sein.



1. Rechengesetze

1.3. Bruche
Rechenregeln .
Flr natlrliche Zahlen a, b, c und d gilt: Hochschule
Flensburg
. N a ac University of
1) Erweitern und Kirzen: =3 Applied Sciences
oy - . . .. . a c _ atc | »
2) Addition von gleichnamigen Brichen: s SN
Hochschule
3) Additi Il i Briichen: a,c_gad+ch cos g e
) ition von allgemeinen Briichen: >t 3 >
.- . . a c __ac
4) Multiplikation von Brichen: T
>) Multiplikation von einer ganzen Zahl mit einem b _a b _ab
Bruch: c 1 ¢ ¢
b d d
- Q f— EIE p— E — a_
6) Doppelbruch: =3 0T e T b
d
1_4d
7) Kehrwert: % ¢

Kein Nenner darf gleich Null sein.



1. Rechengesetze

1.3. Bruche
Rechenregeln .
Flr natlrliche Zahlen a, b, c und d gilt: Hochschule
Flensburg
. N a ac University of
1) Erweitern und Kirzen: =3 Applied Sciences
oy - . . .. . a c _ atc | »
2) Addition von gleichnamigen Brichen: s SN
Hochschule
3) Additi Il i Briichen: a,c_gad+ch cos g e
) ition von allgemeinen Briichen: >t 3 >
.- . . a c __ac
4) Multiplikation von Brichen: T
>) Multiplikation von einer ganzen Zahl mit einem b _a b _ab
Bruch: c 1 ¢ ¢
b d d
- Q f— EIE p— E — a_
6) Doppelbruch: =3 0T e T b
d
1_4d
7) Kehrwert: % ¢

Kein Nenner darf gleich Null sein.



1. Rechengesetze

1.3. Bruche
Rechenregeln .
Flr natlrliche Zahlen a, b, c und d gilt: Hochschule
Flensburg
. N a ac University of
1) Erweitern und Kirzen: =3 Applied Sciences
oy - . . .. . a c _ atc | »
2) Addition von gleichnamigen Brichen: s SN
Hochschule
3) Additi Il i Briichen: a,c_gad+ch cos g e
) ition von allgemeinen Briichen: >t 3 >
.- . . a c __ac
4) Multiplikation von Brichen: T
>) Multiplikation von einer ganzen Zahl mit einem b _a b _ab
Bruch: c 1 ¢ ¢
b d d
- Q f— EIE p— E — a_
6) Doppelbruch: =3 0T e T b
d
1_4d
7) Kehrwert: % ¢

Kein Nenner darf gleich Null sein.



1. Rechengesetze

1.3. Bruche
Rechenregeln .
Flr natlrliche Zahlen a, b, c und d gilt: Hochschule
Flensburg
. N a ac University of
1) Erweitern und Kirzen: =3 Applied Sciences
oy - . . .. . a c _ atc | »
2) Addition von gleichnamigen Brichen: s SN
Hochschule
3) Additi Il i Briichen: a,c_gad+ch cos g e
) ition von allgemeinen Briichen: >t 3 >
.- . . a c __ac
4) Multiplikation von Brichen: T
>) Multiplikation von einer ganzen Zahl mit einem b _a b _ab
Bruch: c 1 ¢ ¢
b d d
- Q f— EIE p— E — a_
6) Doppelbruch: =3 0T e T b
d
1_4d
7) Kehrwert: % ¢

Kein Nenner darf gleich Null sein.



1. Rechengesetze

1.3. Briiche

Rechenregeln

Die Rechenregeln fir Briiche gelten ebenfalls, wenn im Nenner oder Zahler Briiche, reelle

Zahlen oder Terme eingesetzt werden.

1) Erweitern und Kirzen:

2) Addition von gleichnamigen Briichen:

3) Addition von allgemeinen Brichen:

4) Multiplikation von Bruchen:

[Kein Titel]

5) Multiplikation von einer ganzen Zahl mit einem Bruch:

6) Doppelbruch:

7) Kehrwert :

1_ vz _ V2
V2 WV2Wz o 2
3b3  4c _ 3b3—4c

(12 - ﬂz

3b a 3b-2+a-(a+1) _a2+a+5b

a+1 2 (a+1)-2  2a+2
1 1
2 4 _ 2% 2
3 37,375
3 33
(@®+1) 2a _a*+1 2a _ (a?+1)-2a _ 2a3+2a
3 1 3 3 a 3
a+1
—> _a+l a+l _a+1l 3 _ (a+1)3 _ 3
ati1 2 " 3 2 a+1 2(a+1) 2
3
1 4
1,71,
2 2
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1. Rechengesetze

1.3. Briiche

Beispiel

Bei der Parallelschaltung ist der Kehrwert des T
Gesamtwiderstandes R gleich der Summe der Kehrwerte der

Einzelwiderstdnde. Wir betrachten eine Parallelschaltung mit T—— Ryl R
zwei Einzelwiderstanden R, und R, : R

1 1 1 l

_— T — _I_ —

R R, R,

Um den Gesamtwiderstand R zu bestimmen, berechnen wir den Kehrwert des Ausdrucks:

1+1
Ry Ry’

Die Widerstande R, und R, sind groRer als Null. Folglich ist auch = + = von Null verschieden und wir

1 R
brauchen keine Fallunterscheidung vorzunehmen. Wir erhalten:
R— 1 B 1 B 1
1,1 R R Ri1+Rp
R1 R R1Rz 'RqiR> R1R>
_ _RiRp

Rq{+Ry "’
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University of
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1. Rechengesetze

1.3. Briche
Anwendung: Umrechnen von Einheiten .
Hochschule
. . . . 5 4" . Flensburg
Eine wichtige Anwendung der Bruchrechnung im alltdglichen Leben des Ingenieurs el o s
> : " . o . ; ; " cm
ist das Umrechnen von Einheiten in Ausdricken, z.B. einer Geschwindigkeit von —
S . . ',
nnovative
in @ . Hochschule =

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Mit den Beziehungen km=10"cm und /4 =3600s und (2.1.6) ist dies einfache Bruch-
rechnung, z.B.

km
5
505 = 50. 107 _ 503000 km _, o km
s h 10° h h
3600

Bevor man unnétige Fehler macht, sollte man im Zweifel solche Beziehungen lieber
etwas ausfuhrlicher hinschreiben.



1. Rechengesetze

1.4. Binomische Formeln
Rechenregeln .

1. (a+b)? = a2 + 2ab + b? Graphische Interpretation
der 1. binomischen Formel:

Hochschule

Flensburg
University of
Applied Sciences
2 s .
2. (a—b)° =a®—2ab+ b?

ausgezeichnet als:
Iy
Innovative
Hochschule

3. (a+b)(a—0b)=a®—b

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Wir bestatigen die binomischen Formeln durch Nachrechnen:
(@+b)? = (a+b)(a+b)=(a+b)a+ (a+b)b

= aa+ba+ab+ bb (x+6)2=x?4+2-x-6+6%=x%+12x + 36
= a?+2ab+ b7

(@a—=b)* = (a—b)(@a—b)=(a—b)a+(a—h)b 2 _ .2 2
= aa—ba— ab+ bb (x—y)=x"—2-x-y+y
= a?—2ab+b?

(@+b)a—b) = (a+bya+(a+b)(—b)
et bo— ab— bb (Bx +5)(3x —5) = (3x)? — 52 = 9x% — 25

= aZ—-p2.



1. Rechengesetze

1.4. Binomische Formeln
Rechenregeln

1. (a+b)* = a2 + 2ab + b2

2. (a—b)* =a? — 2ab+b?

3. (a+b)(a—0b)=a®—b

Was ist hier falsch?

a) (3x +5y)? = 3x?% + 30xy + 5y*
b) 1+x)(1—-x)=x%+1

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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1. Rechengesetze

1.4. Binomische Formeln

Binomische Formeln riickwarts (von rechts nach links) .

1. (a+b)? = a2+ 2ab+ b? Beispiele: 4x*+ 28X + 49 =7 Hochschule
Der erste Term ist das Quadrat von 2 x: Appiied etances
2. (a— b)2 =a? — 2ab + b? (2 x)z - 4}{2 N
. . . »
7;;_1 — 49 Hochschule
Der mittlere Term ist:
2-2x-7=28x

Also 4x* + 28x + 49 =
(2X+7)' (2X+7) =(2x+7)2

Bilden Sie binomische Formeln:
a) 100 —y? =
b) a? + 6ab + 9b* =

c) 25x% — 15xy + 3y? =



1. Rechengesetze

1.4. Binomische Formeln
Anwendung

1. (a+b)* = a2 + 2ab + b2

2. (a—b)* =a? — 2ab+b?

3. (a+b)(a—0b)=a®—b

Mit den binomischen Formeln berechnen wir: 1,0012

Es gilt:

s
* = (145w
1,001 1+ =

2
= L L)
1tz et (muu

_ 2 1 _
= 1+ 7550 T Toooo05 — 1 T 0,002 + 0,000001

= 1,002001.
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University of
Applied Sciences
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2. Elementare Gleichungen

Hochschule
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University of
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2. Elementare Gleichungen

Elementare Gleichungen
Definition

Eine Gleichung, in der die Unbekannte (z.B. x, y, z) nur mit Zahlen multipliziert und
addiert wird, und nicht mit sich selbst heil3t lineare Gleichung mit einer Unbekannten.

Ist die Gleichung linear?

a 4x—-—7=9

X
b. _—11+5a—3—x

¢ 7+x-x=3

d x(3+2x) =4

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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Hochschule
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2. Elementare Gleichungen

Elementare Gleichungen

Aquivalente Umformungen

Die Losungsmenge einer Gleichung bleibt unverandert, wenn folgende Rechenoperationen durchgefiihrt
werden:

1. Addition der gleichen Zahl auf beiden Seiten der Gleichung
2. Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit einer Zahl ungleich Null

Fir eine umgeformte Gleichung der Art a - & = b gibt folgende drei Losungsmoglichkeiten:
l.a#0 =x= f—: ist die einzige Losung.
2. a=0;b#0=0-2=>0+#0, d.h. es gibt keine Lésung.

3.a=0;b=0 = 0-x =0, d.h. es gibt unendlich viele Loésungen.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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2. Elementare Gleichungen

Beispiele

Eindeutige Losung

Losen Sie die folgende Gleichung:

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

2:-(x+3)=x—-(1+4+ 3x) Fy

Innovative
Hochschule
2x+6=x—1-—3x

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

2x+6=—-2x—-1
4x+6=-1
dx = =7

x =-—1,75



2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Eindeutige Losung .
. . . . Hochschule
Lésen Sie die folgende Gleichung: Flensburg
University of
Applied Sciences
Z- (x T 3) =X~ (1 T 3X) Innovative"
Hochschule
& 2x+6=x—-1-3x G e
& 2x+6=-2x—1
< 4x+6=-1
S 4x =-7
S x=-1,75



2. Elementare Gleichungen

Beispiele

Allgemeinglltige Gleichungen — unendlich viele Losungen

Losen Sie die folgende Gleichung:

(x —4)? =x?>—-8x+16
x> —8x+16 =x%—-8x+ 16
0=0

- Die Gleichung ist allgemeingiiltig.
- Jede Zahl |6st die Gleichung.

- x ist beliebig

2> L=R

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



2. Elementare Gleichungen

Beispiele

Nicht-l6sbare Gleichungen

Losen Sie die folgende Gleichung:

2(x+3) =2(x—-5)
2x +6 =2x—10
6=—10 falsche Aussage

- Die Gleichung ist nicht Iésbar.
- Keine Zahl 16st die Gleichung.

- L =0 ={} Die Losungsmenge ist eine leere Menge.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Textaufgabe .
. . . . . . . Hochschule
Viele Probleme und Aufgaben kann man mit Gleichungen beschreiben und I6sen. Die passende Gleichung Flenshurg
. . e e e .. . niversity o

zu finden ist dabei haufig der schwierigste Schritt. Gleichung aufstellen: Applied Sciences

Prﬂblem: _ - . 1 Variable festlegen ausgezeichnet als: '

Die Seiten eines Quadrates werden alle um 2] 24 cm> Losung: Die «Die Seiten eines Quadrates .., ": X Innovative 7
2 cm verléngert. Dabéi"verg'gﬁﬂert sich Seiter'r'ldng.]e des 2. Passende Terme finden I'E'IOQCHI:PSC/:Llllf?t
de.r Flafhempha]t-um 24 cm?. \f’nn?welcher ¥ urspriinglichen or WEFEN UM 2 ¢m verlingert.”: %42 von Bund und Landen
Seitenldnge ist man ausgegangen: Quadrates alter Flicheninhalt: 2

: — T betréigt 5 cm. neuer Flacheninhalt: (X + 2y
3. Gleichung aufstellen

Gleichung lsen: (x+2) =x*+ 24

1. Terme vereinfachen (z.B. Klammern auflésen oder Terme zusammenfassen)

2. Aquivalenzumformungen anwenden Probe:

» Du kannst auf beiden Seiten der Gleichung die gieiche Zah oder den gleichen Term addieren i | | roblemprobe
oder subtrahieren.
s Du kannst beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Zahi (£ 0} multiplizieren, SE ok
s Du kannst beide Seiten der Gleichung durch die gleiche Zah! (= 0) dividieren.
(x+2y¢ =xt+24 Terme vereinfachen
wrdx+d=x2+24 | _f\ Linke Seite: Einsetzprobe
4x+4=24 | -4 — Aquivalenzumformungen (5 +2) =49
4% =20 | :4 - Rechle Seite:

x = 5§ 52424=49  Stimmt!




2. Elementare Gleichungen

Beispiele
Textaufgaben: Gleichungen mit Prozenten .
Hochschule
Abnahme um 15% heif3t ,,- 0,85 Citveosty of
) Applied Sciences
Zunahme um 16% heiflst ,- 1,16 |
»
Innovative H
. . . . .. . . Hochschule
Finden Sie zu den Meldungen einfache Gleichungen und l6sen Sie diese:

Eine gemeinsame Initiative

a. Die Zahl der Wildunfalle hat um 25% auf 380 abgenommen!

b. Nach einer 10-prozentigen Preiserhohung bieten wir nun Pauschalreisen ab 770€ an!

c. Inklusive 16% Mehrwertsteuer kostet das 58€ ...

d. Zuerst haben wir den Preis fir den Wagen um 20% gesenkt, vor der Werbeaktion dann aber doch
noch mal um 15% erhoht. So konnten wir fiir 4600€ verkaufen.



Ubersicht

Kapitel:

R A A T o R o

e N
i D W N L O

Rechengesetze

Elementare Gleichungen

Anordnung und Betrag

Potenzen

Quadratische Gleichungen

Wurzelgleichungen

Gleichungen n-ten Grades

Logarithmen

Lineare Gleichungssysteme

. Funktionen

. Ungleichungen

. Elementargeometrie

. Vektoren — Grundbegriffe

. Ableitung — Grundbegriffe

. Integral — Grundbegriffe
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Folie 48
Folie 57
Folie 73
Folie 84
Folie 90
Folie 104
Folie 112
Folie 134
Folie 200
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Folie 219
Folie 249

Folie 307

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



3. Anordnung und Betrag

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r
Innovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



3. Anordnung und Betrag

Anordnung

Briiche ordnen

Die reellen Zahlen (RR) lassen sich der GroRBe nach ordnen:

Hochschule
Flensburg
University of

Applied Sciences
Fur zwei reelle Zahlen trifft genau eine der folgenden drei Méglichkeiten zu: ausgezeichnet s
a<b, a=b b<a.

Innovative
Hochschule

Eine Zahl a ist kleiner als eine Zahl b, wenn a auf der Zahlengerade links von b liegt.

von Bund und Léndern

Briiche gleichnamig machen und nach der Grofe der Zahler ordnen.
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3. Anordnung und Betrag

Anordnung
Gesetze

Fir die Kleiner-Relation gelten folgende Gesetze: :

Hochschule
Flensburg

University of
Applied Sciences
a<bund b<c = a<c Transitivgesetz,

ausgezeichnet als:

a<b = a+c<b+cMonotonie der Addition,

Innovative J
a<b und ¢>0 = ac<bc

. .. ) Hochschule
Monotonie der Multiplikation.

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Wir zeigen hier die offensichtlich falsche Aussage: "Null ist gro3er als jede beliebige Zahl”.
Es sei a eine beliebige positive Zahl.

a—1<a | - (—a)
U
—a’?+a<—a? | +a?
U
a<0

X Die erste Folgerung ist unzuldssig, denn hier wird mit einer negativen Zahl multipliziert und dabei ist
das Ungleichheitszeichen umzudrehen.

V Die zweite Folgerung ist zulassig.



3. Anordnung und Betrag

Anordnung

Ungleichungen

Multipliziert man eine Ungleichung mit einer Zahl, die kleiner als Null ist, dann wird ein
Kleiner-Zeichen zum GroRer-Zeichen oder umgekehrt:

a<b und ¢c<0 = ac> bc.

Welche x erfiillen die folgende Ungleichung?

—3r+1<2
= —3r <1
1
1 T > ——=
T

1
L=|(xlr>—
<I|: = 3)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



3. Anordnung und Betrag

Betrag

Definition und Eigenschaften

Fir den Betrag einer Zahl a gilt folgendes:

a ,a=0,
|a| =
—a ,a<0.

Entfernung zur 0

| 30 2 e g
=30 0 20

Der Betrag einer Zahl gibt an, wie weit sie von
der O entfernt ist. Der Betrag ist nie negativ.

Eigenschaften des Betrags
L. |a| =0
2. |—al = |al
3. |a-b| =|al-|b|

4. la+b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ o
Innovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



3. Anordnung und Betrag

Betrag

Betragsgleichungen

Der Betrag |a — b| gibt den Abstand von a zu b an. Ist a = b, so ist der Abstand gleich a — b. Ist jedoch
b > a, so ist der Abstand gleich b — a. Durch den Betrag werden beide Fille zusammengefasst:

a ,a=0, a—b, az=h,
la| = = |la—b|l=

—a ,a<0. —(a—b)=b—a, a<h.

Beispiel 1: Welche x erfiillen die Gleichung |[x — 3| = 17

Offensichtlich werden gerade die Zahlen gesucht, die von der Zahl 3 den Abstand 1 besitzen.
Geht man also von 3 um 1 nach links bzw. rechts, so erhalt man die Losungen x = 2 und x = 4.
Mit der Definition des Betrags rechnen wir nach:

xX—3, x=3,

x —3| =
—(x—3)=—x+3, x<3.

Fir x = 3 lautet die Gleichung: x —3 =1 & x =4.

Fir x < 3 lautet die Gleichung: —x +3 =1 & x =2.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



3. Anordnung und Betrag

Betrag

Betragsgleichungen

Beispiel 2: Welche x erfillen die Gleichung 3|2x + 1| = |x — 5]? 2x+1<0
Um die Betragsstriche mit Hilfe der Definition aufzulésen, berechnen wir zundchst: | = ¢ * ° *®
1 X—=H<0
2x+1=0 & x=— = x—5=0 x=5 ————————=
2 -2 0 qé 8 12
Im Fall (1) lautet die Gleichung: R ,Fa”u:', N
8 s b al s iz
3(—-(2x+1))= —(x—5) & bx=-8 & X=-—rc. z 5
Wir unterscheiden also die drei Félle
Im Fall (2) lautet die Gleichung:
(2) —%-c_ix{E = 2x+1=0undx—-5<0,
Im Fall (3) lautet die Gleichung: . (3) > & x4+ 1>0undy—E5=0.
3(2x+1)=x—-5 & —-5x=8 & x= -
8 2
L={-52}

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy
Innovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



3. Anordnung und Betrag

Intervalle
Definition .
: . . . . Hochschule
Ein Intervall besteht aus allen Zahlen, die zwischen den im Intervall angegebenen Grenzen liegen. Ef:rz?;lt-fmf
Je nach Art der Klammern gehoren die Grenzen dazu oder nicht. Fliir a < b existieren folgende Applied Sciences
I nte rva I Ie : ausgezeichnet als:
~
Innovative H
Hochschule
» abgeschlossen: [a;b] = {zeR|a < x < b}

v

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

» offen: Ja;b[ ={zeR|a < x < b}

v

» links halboffen: |a:b] = {xeR|a < = < b}

v

» rechts halboffen: [a;b] = {zeR|a < z < b}

v
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Anordnung und Betrag

Potenzen

Quadratische Gleichungen
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Gleichungen n-ten Grades

Logarithmen

Lineare Gleichungssysteme

. Funktionen

. Ungleichungen

. Elementargeometrie

. Vektoren — Grundbegriffe

. Ableitung — Grundbegriffe

. Integral — Grundbegriffe

Foliennummer:

Folie 4
Folie 38
Folie 48
Folie 57
Folie 73
Folie 84
Folie 90
Folie 104
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Folie 134
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Folie 209
Folie 219
Folie 249
Folie 307
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University of
Applied Sciences
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4. Potenzen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



4.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
Definition

Produkte mit gleichen Faktoren:

- Potend =Exponent

Allgemein schreibt man Mehrfachprodukte als Potenzen: an

—~
Basis

a*=a-a-a-..-a, a€ Rund n € N

FirO£aeR und nelN gilt a™™ = %

ll.Iil'l. .

. Vorsicht:
Sonderfalle: " =1,0" =0, 1" =1 o N
0" ist nicht definiert!

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
Iy
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



Potenzgesetze

4.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten lI

o o . Hochschul
Multiplikation Hochachule
University of
Potenzen mit gleicher Basis

Applied Sciences
al-a’=a-a-a-a-a=a’

ausgezeichnet als:

r
Innovative o
. . . . . . . . . . . HOChSChUle
Allgemein gilt, Potenzen mit gleichen Basen werden multipliziert, indem man die Basis mit der Summe Eine geminsame e
der Exponenten der Faktoren potenziert:

a™-qm = {Iﬂ+m

a-..-a . a-..-d = a-..-a
— —
n-faches Produkt m-faches Produkt

¥

—
n + m-faches Produkt
Beispiele:

5a°-7a° -3a=105qa""
a -at=da

(a+b)"” -(a+b)" =(a+b)’



4.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
Potenzgesetze

Multiplikation

Multiplikation von Potenzen mit gleichem Exponenten
a®-b3=a-a-a-b-b-b=(ab)(ab)(ab) = (ab)?

Allgemein gilt, Potenzen mit gleichem Exponenten werden multipliziert, indem man das Produkt der
Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert:

a™-b" = (a-b)"

a-...a - b-..-b =(a-b)-..-(a-b),
—_— —_
n-faches Produkt n-faches Produkt n-faches Produlkt

Beispiele:

(x+D2 (x=D)* =((x+D(x =D =(x* =1)°
=8x7y’ =(-2)"x"y’ = (-2xp)’

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[
Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



4.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Potenzgesetze . I
o o . Hochschule
Multiplikation Flensburg
University of

Applied Sciences
vors ic ht ausgezeichnet als:

, , Ty : : . : Iy

Fir die allgemeine Multiplikation von Potenzen, die weder eine gleiche Basis noch ff},’}ﬂ;’fﬁb‘fﬁ"

einen gleichen Exponenten haben, lasst sich keine allgemeine Umformung angeben.

z.B. 3°-47 ist ungleich(!)(3-4)"




Potenzgesetze

4.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten .I

Negative Exponenten

Hochschule

Flensburg
University of
Wir setzen zur Abklrzung:

Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o
-1 1 — 1y T '
a "=\—-] =—=(a V), a#=0nekN.
a

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Beispiel:

23 :i}=1=03125
27 8



4.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Potenzgesetze l I
. . . . Hochschule
Nun kénnen wir mit ganzzahligen Potenzen rechnen und halten folgende Regeln fest. Flenshurg
Applied Sciences
Multiplikation und Division von e
Potenzen mit gleicher Basis:

!

Innovative o
an

z Hochschule
n.m ntm n—m 5 3 Eine gemeinsame Initiative
ﬂ- " ﬂ- = {I 'LlIld _—= ﬂ, v ﬂ- ?E ﬂ, von E?und und Landern
am | a - a * a/
L]

Multiplikation und Division von Potenzen mit

2 5 \
gleichem Exponenten: QA + Q ?&‘V‘ MM

a™ ay™
a™-b"=(a-b)" und b—ﬂ=(5) , b=0,

4 L :
Q + 6 I'MM
Potenzieren einer Potenz: . \
(@™ =a"™m. Fur Q\LNMW b“e Qeﬁd“ .

n und m sind ganze Zahlen. Division durch Null
muss ausgeschlossen werden.




4.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
Beispiele

Wir vereinfachen:

3__ = 374 (-9 _ 3

(—i)a(ub)4+3% = (-03(2) a4 +3

44 4

a*b

= ——3 + 3a?
a

= a(3a—b?),
9a—3b
9b2—81q2

9a—3b
(—1)((92)%-(3b) %)

_ 9a—3b
(9a+3b)(9a—3b)

. 1
9a+3b°

azbz
bz

Multiplikation und Division von
Potenzen mit gleicher Basis:

a™ _
a.qm=qgn*tm ynd —m=a“ m. g0,
a

Multiplikation und Division von Potenzen mit
gleichem Exponenten:

n n n a n
a™-b"=(a-b)" und b—ﬂ=(3) b =0,
Potenzieren einer Potenz:

(@)™ =a"™,

n und m sind ganze Zahlen. Division durch Null
muss ausgeschlossen werden.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
n-te Wurzel

Sei n eine natirliche Zahl und a = 0 eine reelle Zahl. Wir bezeichnen die Zahl b, welche grolRer oder
gleich Null ist und deren n-te Potenz a ergibt, mit &/a :

Va=b & a=>b" (a,b=0).

Sprechweise: n-te Wurzel aus a.

Die n-te Wurzel “/a ist diejenige (positive) Zahl, die mit n potenziert a ergibt, d.h. fiir die n-te
Wurzel gilt folgende Definitionsgleichung:

(’{/E)n=a,a20

Spezialfalle: /o = a, Ja = \/a, /a: Kubikwurzel

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[
Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
n-te Wurzel

Hochschule
Flensburg

University of
Applied Sciences
T n—n
Jab=Va'y/b, ab=0

ausgezeichnet als:

Rechenregeln:

ry
Innovative o
Hochschule
nfa Va

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

= - >
b= Ty a=0b=>0.



4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
Quadratwurzeln

Seia = 0. Wir bezeichnen die Zahl b, welche groRer oder gleich Null ist und deren Quadrat a ergibt,
mit +/a (Quadratwurzel aus a):

Ja=b & a=b* (ab=z0).

Es gilt z.B. /0 = 0, V4 = 2, v/10000 = 100, /0,04 = 0, 2

m=ﬁaf—b. ab=0

a +Va
Ez\fi_ﬁ’ a=0b=>0,
Jaz =|a.

Es gilt im Allgemeinen nicht: Va+ b = Va+ Vb

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
Beispiele: Vereinfachen Sie

2 3 Hochschule
Jab=y/a/b, a,b=0 (J13)" =13, (J13) =13/13, Flensburg
University of
Applied Sciences
a +Va = [4.92 = =2./2 [
= \.r’_E a=0"hb>0, \/E 4 \Eﬁ 2\/_' Innovative J
Hochschule
Ja7 VB+VE _ VB+VEVB+YE
a2 = |a|. VB—vE  VB—VE VBt
2
Es gilt im Allgemeinen nicht: Va+b =va+ Vb = ("@;E} 5
(vV8)“—(v5)
_ 8+2VeV5+s
8—5
_ 13+2va-245
3
_ 13+2.242.5
3
_ 13+av10
— -




4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
Beispiele: Rationalisieren des Nenners

Hochschule
Flensburg
. ; University of
1 ﬁ — ﬁd'ﬁﬁ — Eflﬁ — ; 15 Applied Sciences
0 D o 2
ausgezeichnet als:
Fy
Innovative o
Hochschule
2 '\r’l(_+"|‘l‘l’_) .vf"- "lf'—+v|2_ vl)_ ﬂ_‘_v{— Eine gemeinsame Initiative
?; 7' (VT—V3)(VT+V3) VT -3

von Bund und Léndern



4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
Beliebige rationale Exponenten .

. . Hochschule
Wir schreiben Wurzeln auch als Potenzen: Flensburg

University of

Applied Sciences
n 1 2 1
\/a — an v{E = '\JE - ﬂ.z, ausgezeichnet als:
ry

Innovative

. . . Hochschule
Damit ergibt sich Y ——

(’{/ET =[a“} =aq" =a'
Potenzen mit rationalen Exponenten werden eingefiihrt durch:
m L._m q Alle Regeln der Potenzrechnung gelten auch fur das
an =(:\r"E) = Jam.

Rechnen mit rationalen bzw. reellen Exponente (Wurzeln).
Fir rationale Exponenten p, g und Basen a, b > 0 gilt:
1.) aPa9=aP*q,

(a>0meZneN).

Beispiele: 2.) (a?)? = aPq,
3.) aPb? = (ab)?,
(3\/1)2 =4 4.) qP = =

| a” P’

5 3 —
%/a_ﬁ-(\/a)szag-aiza =Ra 5.)afa F=1.

a3z
>
=




4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
Beliebige rationale Exponenten - Aufgaben

m m
n

- (V)" = Y.

(a>0meZneN).

a

Berechnen bzw. vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke bzw. schreiben Sie die Ausdricke als

Potenzen:
1 Ja-3a
2 \/E
az +,|—
Z
3 3,‘272

4 1\/3
y X

s |

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
Beliebige rationale Exponenten - Aufgaben

Hochschule
oy . Flensb
1. ,Addition und Subtraktion der Wurzeln“. University of
Applied Sciences
VereinfaChen Sie: ausgezeichnet als:
~
. 3 — Innovative
3\/5 2\/5 T va Hochschule o
2. Multiplikation und Division von gleichnamigen Wurzeln:
3 3
a V4-32=
V10
b. — =
V5

3. Teilweises Wurzelziehen:

J5 a2y =

4. Unter die Wurzel bringen:

x-3a=

71



4.2 Potenzen mit rationalen Exponenten
Beliebige rationale Exponenten - Aufgaben

Hochschule
. . . Flensb
5. Schreiben Sie als eine Wurzel: University of
Applied Sciences
a 6\/§ _ ausgezeichnet als: '
. 3_ —_
/5 Innovative J
Hochschule
3 ’ Eine gemeinsame Initiative
b' ﬂ —_ von Bund und Landern
6. Schreiben Sie als n-te Wurzel:
1
a. 22=
2
b. 73 =
_2
¢ 9 5=

7. Schreiben Sie als Potenz von 2:
a V4=
b. Y16 =

72



4.3 Elementare Potenzgleichungen

Gleichungen mit ganzzahligen Exponenten

Unbekannte Variable steht in einer ganzzahligen Potenz:

x" =b, b>0
1. Gerade Exponenten:

—> Die Potenzgleichung besitzt zwei Losungen:

xl’z = i%
da es V/x™ = |x| fiir n gerade gilt.

Beispiele: Gesucht sind die Losungen der folgenden Gleichungen
2. x5 =64=%Yx6 =264 |x| =2=>xy, =12

—4 = keine Losung in reellen Zahlen L = { }

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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4.3 Elementare Potenzgleichungen

Gleichungen mit ganzzahligen Exponenten .

Hochschule
. . . . Flensb
Unbekannte Variable steht in einer ganzzahligen Potenz: civersity

University of
Applied Sciences

x™ = b, b>0

ausgezeichnet als:

[

. Innovative

2. Ungerade Exponenten: Hochschule
- Die Potenzgleichung besitzt einzige Lésung:

v x=13b, wennb>0
v x=-4%b, wennb <0
Beispiele: Gesucht sind die Losungen der folgenden Gleichungen

a x =8:W=%,da’{/ﬁ:xfﬁrxungeradeﬁx:2undL={2}
b. x3=-8

Wenn wir hier die Wurzel ziehen, stoBen wir auf ein Problem, dass Radizieren ist flir negative

Radikanden nicht definiert ist! = Siehe weiter
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4.3 Elementare Potenzgleichungen

Gleichungen mit ganzzahligen Exponenten

Hochschule
3 Flensburg
xS = — 8 ? ? University of
Applied Sciences

Wir wenden einen Trick an, um das negative Vorzeichen zu beseitigen: Wir quadrieren.

ausgezeichnet als:

i " Fy
. nnovative
= —8 | Quadrieren Hochschule
39 5 e B e
(z°)" = (-8)
z% = 64 va
Vb = ¥64 | Da n gerade ist, gilt: /=" = |z
|z| =2
r =12
Um Scheinlésungen auszusortieren, machen wir die Probe:
x> = —8 | 21 = —2 = -8 | 9 = 2
1 L — {_2} https://www.mathebibel.de/potenzgleichungen
3 _ 3 _
(—2)° = -8 2° = —8
—8=-8 Wahre Aussage! 8 = -8 Falsche Aussage!
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Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



5. Quadratische Gleichungen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



5. Quadratische Gleichungen

5.1 Reinquadratische Gleichungen
ax’+c=0,a#0 .

. . . . . . . . . . Hochschul
Die reinquadratische Gleichung ax? + ¢ = 0 lasst sich durch dquivalente Umformungen in folgende Form bringen: Flonsburg
University of
ax 4+ c = 0 & x C Applied Sciences
ausgezeichnet als:
¢ ~
1. ——> 0:zweildsungen x; = ’—— und x, = / InnovativeJ
a
Hochschule
2. _Z < 0 :nichtlosbarinR; L ={};

3. ¢ =0:einzigelLosungx =0

Beispiele:
a) 4x*>—-121=0

4 1,2 4 >
b) V2x%—

@xzz :i

Sl&

S
N
c) x2+64=0

& x%2 = —64 = keine reelle Losung



5. Quadratische Gleichungen

5.2 Spezielle quadratische Gleichungen
ax?+bx =0, a,b#0 I

Die Lésungen der speziellen quadratischen Gleichung ax? + bx = 0 ergeben sich durch Ausklammern: Flonsbary
iversity of
X (ax + b) =0 nglligég tSycioences
Nach ,Produkt-Null-Satz“ (a - b = 0 & a = 0 oder b = 0) ergibt sich, dass entweder x = 0 oder ax + b = 0. o ry
) Innovative of
Die Losungen sind deshalb x; = O und x, = —. Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Beispiel: x> —3x =0
=>x(x—3)=0x=0Vvx—-3=0
= x; =0undx, =3

L ={0,3)



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen

ax’+bx+c=0, a,b,c+0 .
o . o Hochschul
1. Loésungsmethode ,quadratische Ergidnzung” Flensburg
University of
. . . . . . . o 3 ¥ Applied Sci
Manchmal ist es erforderlich einen Ausdruck in die Form eines Binoms zu 1. (a+b) =a® + 2ab+ ppedeiences
bringen (z.B. quadratische Form einer verschobenen Parabel). . , ausgereichneta:
2. {a—b)*=a®> - 2ab+ I ',
Dies geschieht mit Hilfe des 2. Binoms, indem es ,riickwarts” angewendet wird. ek
Durch quadratische Erganzung wird der Term ax? + bx + ¢ = 0 als
Summe eines mit einem Faktor versehenen Quadrats und einem
konstanten Anteil dargestellt:
d* d’ dy d
2 7]
. . F+de+e=x"+dx+———+ec={x+—| +|c——
i. Normalform: x?>+dx+c, fira=1 4 4 ( 2] [ 4

Beispiele:

¥ +2x+3 :[x" +2x+%]+[3—%]={r” +2x+1)+2 = (x+1)* +2

.

.#1—41+T=['T:—4I+ [_:}-]"'[?_%]: {"': _4-"""4}"{?_‘4}:{'\-_2}: +3

Weiter: die Nullstellen direkt berechnen wie in der reinquadratischen Gleichung!



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0 .

o . o 2_ 2. > Hochschule
1. Loésungsmethode ,quadratische Erganzung” L {a+b)"=a"+2ab+b Flensburg
2 2 University of
i i . 2 b b 2. (a—b)* =a® — 2ab+ I Applied Sciences
ii. Allgemeine Form: ax” + bx + ¢ TR L e L e a(x + _) +pe— — |
2 ﬂ- 4-{1 ausgezeichnet als:
Iy
Wir priifen mit der binomischen Formel nach: ﬁ%@ﬂ:ﬁﬁb‘fﬁ
{Ixz + bx + cC = ﬂ.(xz + E x) + [ S(ijnneE?:r:geli;zar:\;;r;i:ri]ative

= a\x

(2 r2gx+ () - (30) ) e
= a(x2+2—x+ (2) )+.-:—a( )
(

2
b b

MCACF
X7 2a 4a

2

= a

Beispiel: Wir formen den Term , , 1
—3x2 £ x—5§ —3x“+x—-5 = —3(1: —Ex)—E
durch quadratische Erganzung um 5 1 11
. = _3(1 ——x+—2——2)—5
und berechnen die Nullstellen: 3 6% 6
172 3

- o) s

_ _af,_1)*_59

B 3(x 6) 12 °



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0 .

o . se «“ 1 {a+b) t=a+2ab+ b Hochschule
1. Losungsmethode , quadratische Erganzung Flensburg

2. (a—b)? =a® — 2ab+ b? Hggfégigcgmes
ii. Allgemeine Form: ax? + bx + ¢ b2 b2

uxz+b1+c=a(x+—) +ec——
2a

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative

Aufgabe: Formen Sie folgenden Term mit quadratischer Erganzung um:

2
—~x%2+x—9
2



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0 .

o . Hochschul
2. Lésungsmethode , Mitternachtsformel” oder ,,abc-Form“ Flensburg
University of
H Applied Sci
Allgemeine Form: ax? + bx + ¢ pplied Sciences
_b i A /D ausgezeichnet als:
X1, = ———— mitDiskriminante D = b? — 4ac ®
) 2a Innovative
Hochschule
Die Anzahl der Lésungen hangt von D ab: Eine gemeinzam Intatve

von Bund und Léndern

i. FurD > 0 gibt es zwei Losungen;
ii. FarD = 0 gibt es eine Losung;
iii. FuUrD < 0 gibt es keine Losungen: L = { }

Beispiel: —%xz +3x—-2=0

D = 32 —4-(—%) +(=2) =9—-4=5>0 - es gibt zwei Losungen

_ 3+ o, =—3—\/§=
=X, = —2'(_%)_3 V5 A x, 2D 3++/5

L={3-53+/5}



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen

ax’+bx+c=0, abc#*0 .
.o hschul
3. Losungsmethode , pq-Formel” (Sonderfall von , abc-Form*) Flonsburg
Univgrsity pf
Nur fiir Normalform x% + px + ¢ mit a = 1 giiltig: Applied Sciences

pq-Formel: Wenn die Diskriminante d nichtnegativ

ausgezeichnet als:
ist:

[ ol

i=B)?-g=0 Hoenechore
o o . N . . . —\5 4= ochschule
Beispiel: Wir |0sen die folgende Gleichung mit 2 S
quadratischer Ergdnzung und direkt mit der pg-Formel: hat die quadratische Gleichung

x> —6x+4=0 x2+px+qg=0

a. Quadratische Erganzung ergibt:
x> —6x+9—-9+4=0

zwei reelle Lésungen:

P, |(B)’
= ———I— —_— —_ .
bzw. (x —3)? =5 *1/2 2™ (2) q
. _ _ . Falls d = 0 ist, fallen die Lésungen zu einer einzigen
b. Mitp = —6 und g = 4 bekommen wir: Susammen.
__P, e\ _ _ NG
x1/2——5i 2 —q=3+,5.



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen
ax’+bx+c=0, a,b,c+0

4. Losungsmethode ,Satz von Vieta” (1540-1603)

Nur fiir Normalform x% + px + ¢ mit a = 1 giiltig:

Beispiel 1: Gesucht ist die Normalform der quadratischen
Gleichung, welche die folgenden Lésungen besitzt :

x;=1++vV2undx, =1—-+72.

Lésung: Nach Satz von Vieta gilt e x4 pr+q=(x—x1)(x—x3).
p=—(+x)=—-(1+V2+1-+2)=-2
q=x-x=01+V2)(1-v2)=1-2=-1
= Normalform lautet: x> —2x —1=0
Beispiel 2: Beispiel 3:
x?—12x+35=0 x2+x—-2=0
S xtx =12 S xt+x, =—1

X1 Xy =35 X1 Xy = —2
©Sx;=7ANx,=5 Sx =—2ANx,=1

=L ={57} = L={-21}

3atz von Vieta Ga| (2)2 — g = 0, dann besitzt die Gleichung

x2+px+g=0

Zwei Nullstellen x; und x;. Es qgilt

Xyt Xz = —p, X1x2 =4,

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



5. Quadratische Gleichungen

5.3 Allgemeine quadratische Gleichungen

ax’+bx+c=0, a,b,c+0

5. Sonderfalle

Beispiel
X*+4x*+3x=0
x(x*+4x+3)=0 x, =0

4+ J#-41.3) —4+44
X33 = -
2-1 2
x,=-1, x;=-3
L={-3-10}

Beispiel:
x'=10x*+9=0 Substitution: z = x?
z2=10z+9=0
_ _10£410°-36 _ 10+ V64
" 2 2
21:10;8:9 =z, =9=x,=43

10—

zZ, = 28=1 xX*=z,=1=x,, =%l

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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Innovative
Hochschule
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6. Wurzelgleichungen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



6. Wurzelgleichungen

Allgemeine Gleichungen

Neben den bisher beschriebenen (Standard-)Formen kdnnen Gleichungen nattirlich auch jede andere mathematische

Form haben.
Beispiele:
Inx—Inx* =5,
Jx+3=2+5x
sin x =~

Indem man die linke Seite einer Gleichung auf die rechte Seite bringt, erhalt man folgende Aussage:

Die allgemeinste Form einer Gleichungist f(x) =0
Dies bedeutet:

Das Losen einer Gleichung entspricht der Suche nach den Nullstellen einer Funktion.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



6. Wurzelgleichungen

Definition und Losungsweg

Gleichungen mit Wurzel, in deren Radikanden die Unbekannte x vorkommt, heillen Wurzelgleichungen.

Falls nur eine Wurzel der Form Vax?2 + bx + c auftritt und auRerhalb der Wurzel die Unbekannte x nur linear

vorkommt, bietet sich folgender Losungsweg an:

1. Man bringe die Wurzel auf eine Seite.

2. Man quadriere beide Seiten der umgeformten Gleichung.

I Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung, da durch das Quadrieren kommt eine Lésung dazu.

3. Man Lose die entstehende Gleichung.

4. Man Uberprife, welche der Losungen die Ausgangsgleichung tatsachlich erfillt 2 Probe!

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



6. Wurzelgleichungen

Beispiele I
Hochschule
Flensburg
1. University of
Applied Sciences
ausgezeichnet als:
4—va2+a—14=2x Probe : ry
; I ti
o MU-2=vVZtz_14|()? M- VIZy1a-14t2.14 Hochschule
& (M- =2"t+a-14 14— 14 # 28 g e
& 196 — 56z + 42 =2’ + 2 — 14
. /B2 i5_14=9.
& 32”57z +210=0]:3 M=vsirs—14=25
& 22—192+70=0 14-4=10
19 361 19 81 19 9
= =—+yW——T=—=—xy/—=—=£=
2= ENT 2 V1 T 273
xr = 5, €Ie = 14

Das heiBt, 1 = b erfiillt die Gleichung, wohingegen xo = 14 nicht als Lésung in Frage kommt.



6. Wurzelgleichungen

Beispiele I
Hochschule
2. Flensburg

University of
Applied Sciences

]_ -_—T = W 5I — ]_]_ I ()2 Prﬁbe : ausgezeichnet als:
P Ea »~

(1—z)* =52—11 I=3=v5-3-1 Innovative o
1- 22+ 22 =5z — 11 —2¥2 Hochschute
P —Tr+12=10

B :|: 19 o 7 \/7 7 1—4 Vo4 —11

B V =3* 2 2 —3+#£3
I = 3 J:?g

Weder 1 = 3 noch x9 = 4 erfiillen die Gleichung.
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7. Gleichungen n-ten Grades

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
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Eine gemeinsame Initiative
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7. Gleichungen n-ten Grades

Polynome

Eine Gleichung n-ten Grades oder Polynom vom Grad n ist eine Summe von Potenzfunktionen mit ganzzahligen

Hochschule
Flensburg
Exponenten. Allgemein schreibt man: Kﬁiﬁ?éi“s"c?imes
HH_{:E} —_— ﬂ--“_ $]‘1 + ﬂ--”__l ;En_l + e + ﬂ-]_ a + ﬂ-[_} y [I"_ % D . ausgezeichnet als:
[
Die Parameter a; werden dabei als Koeffizienten bezeichnet. Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Beispiele:

1. Polynom 4. Grades:

P(z)=3z*-22% + =z,
2. Polynom 3. Grades:

P(r) =323 -2z —1

3. Polynom 1. Grades (Gerade):

Plx)=—-3x+2



7. Gleichungen n-ten Grades

Polynome

Polynome kénnen wir addieren:

Durch die Addition von Polynomen entsteht wieder ein Polynom. Addieren wir die Polynome

P(z)=32"-2r—1 und Qz)=—42*+22>-3x+2,

so entsteht das Polynom

Pr)+Q(x) =32 -2 -1—42* +22° - 30 4+2= 42 + 523 — 52 +1.

Polynome kénnen wir dividieren.

Wie bei den ganzen Zahlen kann eine Division aufgehen oder es kann ein Rest bleiben.
Ahnliches gilt nun fiir Polynome. Offensichtlich enthilt das Polynom:

Pz)=2*+2z+1=(z+1)?

das Polynom Q(x) = x + 1 als Teiler:
P +2zx+1
r+1

=x+1.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



7. Gleichungen n-ten Grades

Nullstellen .I
Hochschule
Die Losungen der Gleichung ana™ + a, 12" ' + ... 4+ asz® + ayx + ag = 0 stellen die Nullstellen des Ef:fe'::l‘tguf
Polynoms f (x) dar. Fir Polynome vom Grad n = 3 sind die Nullstellen haufig nicht mit elementaren Applied Sciences
Rechenmethoden |osbar. In diesem Fall werden die Losungen numerisch bestimmt/angenihert. erecnetat
ry
Innovative
Hochschule

Das Hornerschema Polynomdivision




7. Gleichungen n-ten Grades

Polynomdivision

Ist P(x) ein Polynom vom Grad n, Q(x) ein Polynom vom Grad mundn = m = 1. Dann gibt es genau
ein Polynom F(x) (Quotient) vom Grad n — m und genau ein Polynom R(x) (Rest) mit einem Grad kleiner als m,
so dass gilt:

P(x) = F(x) Q(x) + R(x)

Wir kdnnen die Polynomdivision  p(x) . R(x)
mit Rest durchfiihren: Qz) Fla)+ Qlx)
Betrachten wir zum 7995 - 13 — 5614213 Wir haben damit folgende | 7295 = 13.500+ 795,
Vergleich den Algorithmus —65 Gleichungen schematisch 795 = 13-60+15,
zur Division von natirlichen _;;*5 erfasst: 15 = 13-1+2.
Zahlen mit Rest: S Dividend |Divisor |Quotient |Rest |

—13 15 L8 =3 0

. — 2
7295 _ :13 | = 561 13

Grundidee: Bei jedem Schritt wird die Stellenzahl des Restes um eins erniedrigt, bis der Rest kleiner als der Divisor

ist. Analog dazu geht man bei Polynomen vor und erniedrigt den Grad des Restpolynoms solange um eins, bis der
Rest einen kleineren Grad als der Divisor hat.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
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7. Gleichungen n-ten Grades

Polynomdivision

Wir fiihren folgende Polynomdivision algorithmisch durch:

3r+2
(a* +3z -2) : |(@*+2) = 2% -2+ —
(o s xc + 2
—21° +3x -2
—(—2x* —4)
3z 42

Wir haben damit folgende Gleichungen schematisch erfasst:

zt+ 3z -2 ? (x? +2)-22%2 432 -2,
—21° +3z—2 |= —2(z*+2)+B8x+2.

Dividend und Divisor nach den Potenzen in der Reihe nach ,sortieren”.
Wenn eine Potenz fehlt, schreiben Sie die fehlende Potenz als Null auf.

Bei Polynomdivision wird wie beim schriftlichen Dividieren zweier natlrlicher Zahlen vorgegangen.
Division abbrechen, wenn der Rest um ein Grad kleiner als Divisor ist.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



7. Gleichungen n-ten Grades

Polynomdivision .I
.. Hochschule
Beispiel: Flensburg
a5 4 L i3 _ University of
( Ja” + 227 —w +r+ 1) : {'F + I) = Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



7. Gleichungen n-ten Grades

Polynomdivision .I
. . Hochschule
Beispiel: 5z -3 Flensburg
5 o | L _ 9.3 9 ) £ University of
( Jrt + 22" —u +I+1} : (1-’ +|) = Jx* 4 2z —4£—2+£2+] Applied Sciences
— 3z° — 3z
gri B 4$:§ ausgezeichnet als: '
— 274 — 2z Innovative
1t — 9% 4 Hochschule
o :1:’ - I‘ Eine gemeinsame Initiative
41,,3 + 41: von Bund und Landern
— 2% +hxr +1

25? + 2

hr 43




7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

Analog zur Primzahlenzerlegung lassen sich auch Polynome in einzelne Faktoren zerlegen. Wir nennen
das die Faktorisierung eines Polynoms. Betrachten wir z.B. das Polynom x? — 1, so lautet dessen

Zerlegung:
x2—1=(x+ Dk —1)

Man erkennt, dass die Division genau dann ohne Rest (r = 0) aufgeht, wenn eine Nullstelle x, des
Polynoms P (x) vorliegt.

Das Polynom P(x) vom Grad n = 1 besitzt die Nullstelle x, . Dann gibt es genau ein Polynom
F(x) vom Grad n — 1 mit der Eigenschaft:

P(x) = (x — xp) F(x)
Wir sprechen von der Abspaltung eines Linearfaktors.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
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7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

Ist eine Nullstelle bekannt, so konnen wir durch Polynomdivision eine Teilfaktorisierung erhalten.

Hochschule
Flensburg
Betrachten wir dazu das folgende Beispiel: Applied Seiences
plr) = 2 42t 4?22 -5 ausgezelcmetals: IS
1. Finden Sie eine Nullstelle von p. Betrachte: fﬂ%’lﬁ!’fﬁb‘fﬁ =
p1)=14244-2-5=0 S gmenre e
Also ist 1 = 1 eine Nullstelle.

2. Polvnomdivision:

( ol 4+ 2% 4+ 42 — ?:r—-'i} : (:n— l) =34+ 3x° 4+ Tz +5



7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

3. Wir kinnen also schreiben:

Hochschule
Flensburg
plry=z'+ 227 +4a® -2 - 5=z - D)(z* + 32> + Tr + 5) Kgiﬂf;ﬁ“g;fgmes
Nun kinnen wir mit dem neuen Restpolynom p{x) = o + 32 4+ T + 5 fortfahren: ausgezelchnet 2l
1. Finden Sie eine Nullstelle von g, Betrachte: Innovative' J
1) = —143-T+5=0 Hochschule
Also ist 12 = —1 eine Nullstelle,

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

2. Polvnomdivision:

( :L"3+312+Tr+5):(I+1)=:r:2+2£+5

Y
2t + Tr
P
Do+ 5
—br—25

0

3. Wir kinnen also schreiben:
0= {:r:-i—l](;rz—i—ﬂrt—l—ﬁ}

Da die Diskriminante [ = 22 — 4.5 < 0 ist, hat das Polynom keine weiteren reellen

Nullstellen (wohl aber komplexe, dazu spiter mehr!) und wir haben die optimale Fak-
torisierung mit reellen Zahlen erreicht:

ple) = (r—1)p

Dorfmeister, J. (2010): Vorlesungsskript
fur den Vorkurs Mathematik fur
= (x— 1)z +1){x* +22+5)

Elektrotechniker und Informationstechniker



7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

Aufgabe: Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f (z) = z* — 2% — bz + 6 = 0.

1. Eine Nullstelle x4 raten:

2. Durch (x — x4) dividieren:

3. Restliche Nullstellen bestimmen:

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



7. Gleichungen n-ten Grades

Bestimmung der Nullstellen mit Polynomdivision

. Hochschul
Losung: Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f (r) = 2° — 2% — 5x + 6 = 0. nz:ls;ur: ¢
University of
1. Die erste Nullstelle x1 wird , geraten” bzw. durch Ausprobieren bestimmt. x1 = 1 ist Nullstelle Applied Sciences
der Funkﬁon' ausgezeichnet als:
2. Das Polynom wird durch den Faktor (x — 1) dividiert. Dabei wird wie beim schriftlichen Dividieren Innov ative'.
zweier natiirlicher Zahlen vorgegangen. Hochschule
(2% —22* =Bz +6) :(z—1)= 2*—z—6
—(a® - 2?)
—z? — bz
—(~2* + )
—6x 4+ 6
—(—6x + 6)

0 Es gilt also a* — 22 — 5z + 6 = (z — 1) - (2% — = — 6)

3. Nun werden die Nullstellen des sich aus der Polynomdivision ergebenden Polynoms bestimmt.

?—x—6 = 0

1 1 5
Pla= st/ f6=2+2

> ma=gEgtb=gEs
=2,

Wie erhalten also die Nullstellen des Polynoms I. = {—2;1;3}.
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8. Logarithmen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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ry
Innovative
Hochschule
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8. Logarithmen

8.1 Rechengesetze

Definition
Hochschule
Wir erheben 2 zur 3. Potenz > 23 =8 b C Flensburg
Q University of
Applied Sciences
\i o .
Wie konnen wir dieses Potenzieren von 2 umkehren? “Potetrl%l efen ¢ ' ry
X = Clb Innovative
1. Man fragt nach Basis x, welche, zur 3. Potenz erhoben, den HOCh_SChUI_?_
Wert 8 er ibt' Potem £ w m e( @h ' von E?und und Landern
sk auscechwnen

x3=8=>x=18

Solche Aufgaben werden mit Radizieren (Wurzelziehen) gelost.

2.  Man fragt nach dem Exponenten x, mit welchem die Basis 2 X = \ o
potenziert werden soll, um den Wert 8 zu ergeben: - EXPOY\QM‘{'W \O
2*=8=x=log,8 ausrechuen

Solche Aufgaben werden durch Logarithmieren gel6st:



8. Logarithmen

8.1 Rechengesetze

Definition .
Hochschule

Fragestellung: Flensburg
Umvgrsny pf

Gesucht sind die Lésungen der folgenden Gleichungen: Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy
Innovative
Fir jedes a,b > 0 mit a # 1 hat die Gleichung a™ = b genau die eine Losung = = log, b (sprich: Hochschule
~Logarithmus von b zur Basis a"). Das Ergebnis des Logarithmierens gibt also an, mit welchem von Bund und Landern

Exponenten = man die Basis a potenzieren muss, um den Numerus b zu erhalten.

Spezialfille

» Zehner-Logarithmus (dekadischer Logarithmus): log,qb = logh = Igb

» Natdirlicher-Logarithmus: log,. b = Inb mit e = 2, 71828 ... (eulersche Zahl)



8. Logarithmen

8.1 Rechengesetze

Definition
Hochschule
. e 1. Flensb
Belsplel' U:iltlrser:irtfmf
Applied Sciences
Bestimmen Sie x indem Sie die Gleichungen in die Potenzschreibweise N
[
umwandeln: Innovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

log,32 =2 <
log, 16 =2 <
lgld=a2 <
lgl0D =0 <



8. Logarithmen

8.1 Rechengesetze
Rechenregeln

. L . . . 1 hschul
Rechenregeln Vereinfachen Sie die nachfolgenden Ausdriicke soweit wie moglich: ?]g.:ls?:ur:e
University of
(a,b,u,v,c >0,a # 1): AE}ﬁféffsC?ences
a ) log 3 (9 a4) = ausgezeichnet als:
1. log,1=10;log,a=1 ry
2 Innovative
2. glog. b — b: 108t — by elnb — p b) 10g3 57 = ’:?gfzii:’gn{fanve
3. log, (uv) = log, u + log, v 1
c) log, 2=

4. log, (%) =log, u—log, v
d) log,5+log,3 =
5. log, (%) =log, 1 —log, v = —log, v

e) log,8 =
6. IOgC h= ;gg“i ,Basiswechsel”
2 8
7. p-log,b=log, (b") mit peR f) logs 9 logs 57

g) logs8-logs4 =

h) log:5+log,5 =
2



8. Logarithmen

8.2 Exponentialgleichungen und logarithmische Gleichungen

Loésungsverfahren

Exponentialgleichungen
Lésen durch ,Logarithmieren”

2*¥ =5 | log,
= log,(2*) =log, 5

= xlog, 2 =log, 5

= x =log, 5

oder 2. Moglichkeit:

2* =5 | In
= In(2)* =1In5

= xIn2=1n5

=X _1n_5
" In2

5x+5_ |
=2 | logs

= logs(5)**> = logs 2
= x + 5 =logs 2

=>x =1logs2—-5

oder 2. Moglichkeit:

5X+5 = | In
=>1n(5x+5) =In2
> (x+5)-In5=1n2 =>x=12%_5

In5

Logarithmische Gleichungen
Lésen durch , Entlogarithmieren”

(firx > 0)

lgx =2 | beide Seiten der Gleichung zur Basis 10 erheben
= 10'8* = 102

= x =100

(firx > 0)
lng =—-04 | beide Seiten zur Basis e erheben: e”

lnf_ -0,4
>e 2= 7
2

2
X = =
> =es >x=2-e5

In2x+4) +In(x —1) =3

Esgilt:2x +4>0Ax—1>0x>-2Ax>1=>D={x€eR|x > 1}
=>In((2x+4)-(x—1))=3 | beide Seiten zur Basis e erheben: e’
= eln((2x+4) (x-1)) — e3

= 2x%2 —2x —4x —4 =e3 = 2x%? — 6x — 4 — e3 = 0 = Quadratische Glg
Losungen x; = 3,0061und x, =~ —4,0061 € D

> L = {3,0061}

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative
Hochschule
Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

. log,1=0;log,a=1

. Hlug,, b b: luig-‘; = b (,Inb = b

. log, (uv) = log, u + log, v

. log, (%) =log, u —log, v

. log, () =1log, 1 ~log, v = —log, v

. log. b= ;—:}%%% Basiswechsel”
. p-log, b=log, (b") mit peR




8. Logarithmen

8.2 Exponentialgleichungen und logarithmische Gleichungen

Beispiele
Losen Sie folgende Gleichungen: Hochschule
| — — Flensb
d) logs(2x —1) =2 v o
— 1 Applied Sciences
a) 1017%*=—
1 O O ausgezeichnet als:
[
Innovative H
Hochschule
2 _
e) log,x“ =3
=\ X 1. log,1=0;log,a=1
b) (49 7) _ 49 2. ﬂlogab — b; loigb — b; 6Inb =b
3. log, (uv) = log, u + log, v
4. log, (%) =log, u —log, v
f) Inx=-In49 —=In125 5 oga (1) =g 1 = log,v = ~log,
2 3 log, b . “
6. log.b = oz < Basiswechsel
7. p-log,b=log, (b*) mit peR
1
c) lgx=-

4
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9. Lineare Gleichungssysteme
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Unendlich viele Losungen .

L [Bxr2y=4 2y=4-3x 2 y=2-LoX
. Applied Sciences

—
. 15x+y=2 y =2-15X y =2-15xX

ausgezeichnet als

Innovative
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Hochschule
Flensburg
University of

9. Lineare Gleichungssysteme

C
]
+—
C
C
M
=
()
0
C
-
k)
=
N
x
S
(9p)]
)
-

Keine LOosung

. |y=0,75x-3

1. y

p |
o

ausgezeichnet als:
Innovative
Hochschule
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Applied Sciences

0,75x+1

0,75x-3

—y=

0,75x+1
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Einsetzungsmethode

oX+2y =13

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

I e |
nnovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Einsetzungsmethode

. |9X+2y =13
. |y =5—X

. 5x+2-(5—x)=13
5x+2-5-2-x=13

5x+10-2x=13
3x=13-10
3Xx=3
x=1

. y=5-

Antwort :

L

{(@ra);

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative

........................



9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Einsetzungsmethode

5Xx+2y =13
y=5—X

Probe:
5-1+2-4=13
5+8=13
13=13= ok

4=5-1
4= 4 = ok!

x=1 y=4

ausgezeichnet als:
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Gleichsetzungsmethode

y=12-X
3y =2x+11

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol
Innovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Gleichsetzungsmethode

13y =2x+11

. y=12-5

3

3y =36—3X
3y =2x+11

—

= 36-3x=2x+11
36-11=2x+3X
5x =25

X=5 Seinsetzenin.

Antwort: L =1{(5|7)}

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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nnnnnnnnnnnnnnnnn



9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Gleichsetzungsmethode

Hochschule
I j— 1 2 Flensburg
. y — - X University of
Applied Sciences
I I 3 2 X 1 1 ausgezeichnet als :
L] —
y = T N = Iy
X — — Innovative of
y Hochschule

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
nnnnnnnnnnnnnnnnn

. Probe:
. y=12-X . 3y=2x+11

7=12-5 3.7=2-5+11
=7 = OK! 21=10+11
21=21 = okl



9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Additions- und Subtraktionsmethode

4x + 2y
3x + 4y

28
36

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten
Additions- und Subtraktionsmethode .

Hochschule
Flepsbqrg
4x + 2y = 28| X2 Applied Seiences
3x +4y = 36
I " Fy
8x + 4y = 56 Hochschule
Iy + 4y — 36 Von Bund und Landarn
5x = 20
X =20:5 => x=4
4442y =28
2y =28 — 16

yoind == =6 Antwort: L ={(4|6)}



9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Additions- und Subtraktionsmethode

4x + 2y = 28
3x +4y = 36

Probe: x=4 y=6

4x+2y =28
4-4+2-6=128
16+12=28

28 =28 = ok!

3X+4y =36
3-4+4-6=36
12+ 24 =36
36 =36 = ok!

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Ubungen

1.

Bestimmen Sie graphisch die Losungsmenge des
Gleichungssystems:

-X+2y=1
2X—y =4

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Ubungen .
Hochschule
1. Universityof
Applied Sciences
—X+2y= 2y =1+x |:2 y =0,5+0,5x v
3 j ausgezeichnet als:
y =—4+2X Innovative
Hochschule
Ey:0,5+0,5x
y=—4+2x Probe: x=3;, y=2
. -3+2-2=1
-3+4=1
X 1=1
11.2-3-2=4
6-2=4
DY D 4 =4

L ={(3|2)}



9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Ubungen

2.

Bestimmen Sie die Lésung mit dem Additions- oder

Subtraktionsverfahren

5X+ 2y
2X—3Y

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Ubungen

5 [PX+2y=9

2X -3y =-4"

15x+6y =27
_|_

4X -6y =-8

- einsetzen in I.

L =1(12)}

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als

Innovative
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Ubungen

Hochschule
2. Probe: Xx=1 y=2 Universit of
Applied Sciences
I 5X-|—2y:9 “ . 2X—3y:—4 Innovative'.J
] Hochschule
5.-1+2-2=9 2-1-3.2=-4

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

5+4=9 = ok! —4=-4 = okl



9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbeka
Ubungen

nnten

Einsetzungsmethode

6X+3y =42
y=3x-1

> -

y=3x-1 X=23 Xx=3
= =
6X+3-(3x-1) =42 y=3-3- y=28
6X+9x-3=42
15x = 45 L=1GI8)}
X=45:15
X=3
Probe: x=3; y=8
l. 6-3+3-8=42 Il. 8=3-3-1
18+24 =42 8=9-1
42 =42 8=8

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als

Innovative
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9. Lineare Gleichungssysteme

LGS mit zwei Unbekannten

Ubungen

Gleichsetzungsmethode

‘2y=4><+4‘:2 y=2X+2 x=3 x=3
j—
y =10x - 22 y=10x-22|  |y=2.3+2| |y=8
2X+2=10x-22
2X —10x = -2 — 22 L ={(3]8)}
-8x=-24 |-(-)
8x =24
X=3
Probe: x=3; y=38
. 2.8=4-3+4 Il. 8=10-3-22
16 =16 8=8

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative

........................
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10. Funktionen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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10. Funktionen

10.1 Funktionsbegriff

Definition

Zusammenhang zwischen zwei verschiedenen variablen GroRen.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Eine Funktion (oder Abbildung) ist eine Zuordnungsvorschrift, die jeder reellen Zahl x aus dem Definitionsbereich »
Dy der Funktion eindeutig eine reelle Zahl y = f(x) im Wertebereich W¢ zuordnet: Innovative of

Hochschule
f:Dp = Wy

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

r € Dy: Unabhdngige Variable, Argument
y € Wy: Abhangige Variable, Funktionswert




10. Funktionen

10.1 Funktionsbegriff
Darstellung durch Funktionsgleichung .

Hochschule
Flensburg
University of

‘ ' Applied Sciences
Darstellungsform Beispiel -
Explizite Darstellung vy = f(x) y=x° — 4z Innovat:ve' ]
- Hochschule
Implizite Darste”ung f(‘r:j :U) — U J“S o _-LJ, o UI — {J von Bund und Landern

Parameterdarstellung = = fi(t), y= fo(t) =12 1> y=1"+1

Input l

) (

Multlpllzuere ntz, T——

dann addiere 3 y=1@2) =




10. Funktionen

10.1 Funktionsbegriff
Graphische Darstellung .

Alle Wertepaare oder Punkte x € R, y € R werden in ein (kartesisches) Koordinatensystem eingetragen:

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

x-Achse (Abszizzenachse) — x-Werte (Abszissen) —_—
nnovative of
y-Achse (Ordinatenachse) — y-Werte (Ordinaten) Hochsehute

von Bund und Léndern

Funktionswert
f(x) - -

P (x|f (x))
Graph

2 ot
— X

Definitionsmenge Argument oder Stelle




10. Funktionen

10.1 Funktionsbegriff
Graphische Darstellung

Hochschule
Flensburg
University of
1 ;' Applied Sciences
6 - ausgezeichnet als:
€I
14 1« f( ) Innovative'
o
Hochschule
4 Yo Bund und Landern
> Y1
2
Y2
i
: . » I
9 f1 1 2 1 P43
_.2
(TRE
—4




10. Funktionen

10.1 Funktionsbegriff

Nullstellen

Die Nullstellen einer Funktion f(x) sind die Stellen x, € D, an denen die Funktion den Wert
f(xo) = 0 annimmt.

Oder: Eine Losung x, der Gleichung f(x) = 0 ist eine Nullstelle der Funktion f(x).

- Die Bestimmung von Nullstellen ist gleichbedeutend mit dem Losen von Gleichungen.

y
Beispiel: f(x) = x° — 4z 0
: 4
Nullstellen: f)
2
flz) = 2°—dz = 0
.
— T(T2—4) — 0 —3 2 -1 1 2 3
wlo | als _2
= 1z = 0 oder 22 -4 = 0
—4
= Ip1l = U, :I?.[]?2=23 To,3 = —2
—G

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10.1 Funktionsbegriff Folie 135
10.2 Lineare Funktionen (Geraden) Folie 140
10.3 Quadratische Funktionen (Parabeln) Folie 149
10.4 Ganzrationale Funktionen Folie 155
10.5 Gebrochenrationale Funktionen Folie 159
10.6 Die Exponentialfunktion Folie 173
10.7 Die Logarithmusfunktion Folie 176
Info: Umkehrbare Funktion Folie 177

10.8 Trigonometrische Funktionen Folie 181

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion
Definition (Gerade)

Zuordnungen der Formy = m - x + b mit beliebigen, konstanten Zahlen (Parametern) m und b
heillen lineare Zuordnungen oder lineare Funktionen. Die x-Werte werden als Argumente
(Stellen), die y-Werte als Funktionswerte bezeichnet. Lineare Funktionen stellen Geraden dar.

m - Steigung der Geraden .

b — Schnittpunkt mit der y -Achse dar.
Eine lineare Funktion mit m # 0 hat genau eine Nullstelle (Losen der Gleichungm - x + b = 0) /,/

Aufgabe Gegeben seien zwet lineare Funktionen durch:

ol on

2
y = du + 6, y=§w+

Berechnen Sie jeweils den Funktionswert an der Stelle @ = 2. Welchen Funktionswert hat jeweils das Argument © = 1) 7

Aufgabe Gegeben seien zwei lineare Funktionen durch:
2
y=3r-2, y=—-x—.

[

An welcher Stelle wird jeweils der Funktionswert y = —5 bzw. y = é angenomimen?

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion
Spezielle Funktionen

Konstante Funktion:

. . hschul
Identitat: Betragsfunktion: Eiisiirﬁ :
University of
. Applied Sciences
fl@) =y = const, fla)=y=u fla)=y=lal
ausgezeichnet als:
. ~
Y Yy Y Innovative of
9 1 9 % 2 4 Hochschule
1 |
1 1
= 5
-2 -1 1 2
> > I
-2 -1 1 2 —1 -2 -1 1 2
-1 -2 -1




10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion
Funktionsgraph .

* Mit Wertetabelle E‘;i*;iﬂ;‘;‘e
Univgrsity pf
* Ohne Wertetabelle: Achsenschnittpunkt — Steigungsdreieck Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Ist eine lineare Funktion y = mx + b gegeben, so gilt fir zwei beliebige Argumente x; # x, mit Funktionswerten

Fy
. . ) Innovative
y; bzw. y, die Beziehung: RIS
! 2 — | ]. Eine gemeinsame Initiative
ﬂ'!‘_ — y y . von Bund und Landern
Ig — I
Unabhangig von den gewahlten Punkten stellt sich ’ Y

dasselbe Verhaltnis der Differenz der Funktionswerte zur
Differenz der Argumente ein.

Die Punkte P; = (x4| y1) und P, = (x,]|y,) kann man
zusammen mit dem Hilfspunkt Py (x, | y;) in ein

Koordinatensystem einzeichnen und als Eckpunkte eines
rechtwinkligen Dreiecks auffassen. Dieses Dreieck heilst
Steigungsdreieck. Der Parameter m ergibt sich als

Streckenverhaltnis im Steigungsdreieck. - ; o




10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion
Funktionsgraph - Achsenschnittpunkt — Steigungsdreieck .

Beispiele:

icni . Hochschule
Beispiele: Flensburg
, , University of
Y2 — ied Sci
_ 2 — Applied Sciences
a) =2x+1 — 2. _ m = —.
y b) y=-—-3x-2 T2 — T
ausgezeichnet als:
[ ]
Innovative J
H— A H— A Hochschule
Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
° > X ° > X




10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion
Zugehorigkeit eines Punktes

Ein Punkt P (x|y) liegt auf den Graphen einer Funktion y = f(x) , wenn seine
Koordinaten die Funktionsgleichung erfillen.

Beispiel Uberpriifen Sie, ob die Punkte P (0 | 2) und P35 (2 | 6) auf dem Graphen der Funktion

= bx — 4 liegen.

P,: 2=5.0—4
2 £ 4

Pr: 6=5.2—14
6=6

Da heifit, Py befindet sich nicht auf dem Funktionsgraphen, Ps hingegen schon.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion

Bestimmung der Funktionsgleichung

Hochschule
Flensburg
Punkt-Steigungsform: Sind der Punkt P (x/yo) und die Steigung m einer Geraden bekannt, lautet University of
die Geradengleichung

Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o
oder

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Y — Yo =m(x — xq)

Y = mxr 4+ Yyp — MEg = mr + b

Beispiel Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Geraden durch den Punkt P (3 | 4)
mit der Steigung m = %

2 2 2
= = 4—=-3==x+4+2
iy 33:+ 3 3.L+



10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion

Bestimmung der Funktionsgleichung

Hochschule
. ) . . . Flensburg
Zwei-Punktform: Sind die beiden Punkte Py (1 | 31) und P2 (x2 | y2)mit 2y # @2 bekannt, so lautet gnivl_eriitsypf
. . . . pplied Sciences
die Funktionsgleichung der durch diese Punkte verlaufenden Geraden

ausgezeichnet als:
Y= W2 —
= = 1m '
&Iro— I Ta — I

Innovative
Hochschule o
oder

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

o W2— i _
= T — 1+
Ia — I I — I

Beispiel Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Geraden durch die Punkte P (1 | 2)
und Ps I[:I | 6}
y:j: T — : +1—|—2:|—I—§



10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion

Schnittpunkt von zwei Geraden

Zwei Geraden konnen sich in genau einem Punkt schneiden, zusammenfallen oder parallel sein.

Beispiel Wir betrachten die Geraden

y=mzr+3 und y=2z+1.

Ist m = 2, so sind die Geraden parallel und besitzen keinen Schnittpunkt.
Ist m # 2, so setzen wir gleich

mr+3=2r+1 = (m—2)z=-2
und bekommen

4
LTg = ————, yS:2$S+1:—m+1

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.2 Lineare Funktion
Beispiel: Stromtarife

Die Stadtischen Werke Flensburg bieten verschiedene Stromtarife an. Beim Tarif specialpro setzen sich die Kosten aus
einer Servicepauschale von 118,32<€ pro Jahr und einem Arbeitspreis von 13,08 Ct/kWh zusammen. Der Tarif procity

besteht aus einer Servicepauschale von 58,99 € pro Jahr und einem Arbeitspreis von 17,46 Ct/kWh.

Jahresverbrauch in kWh | Preis in €Tarif specialpro | Preis in €Tarif procity
Haushalt 1 1200 275,28 265,51
Haushalt 2 1300 288, 36 282,97
Haushalt 3 1600 327,60 338,35
Haushalt 4 2000 379,92 408,19
Haushalt 5 3000 510,72 H82,79

Ubersicht iiber den Jahresstromverbrauch von fiinf verschiedenen Haushalten mit den Kosten in zwei Tarifen.

Wenn die Stadtischen Werke eine Rechnung erstellen wird der vom Kunden gewahlten Tarif (specialpro oder procity),
der Jahresstromverbrauch und der zu zahlende Betrag aufgefiihrt. Dieser Betrag entsteht wie folgt:

Arbeitspreis €/kWh - Stromverbrauch kWh + Servicepauschale € = Rechnungsbetrag €.

0, 1746€ /kWh - 3578kWh + 58, 99€ = 683, 7088€. —— y = 0,1746 - = + 58, 99. .
' Welcher Stromtarif ist
) o ) ] glnstiger?
Ganz analog ergibt sich im Tarif specialpro: —_ y =0,1308 - x + 118, 32. > Schnittpunkt der Geraden

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10.1 Funktionsbegriff Folie 135
10.2 Lineare Funktionen (Geraden) Folie 140
10.3 Quadratische Funktionen (Parabeln) Folie 149
10.4 Ganzrationale Funktionen Folie 155
10.5 Gebrochenrationale Funktionen Folie 159
10.6 Die Exponentialfunktion Folie 173
10.7 Die Logarithmusfunktion Folie 176
Info: Umkehrbare Funktion Folie 177

10.8 Trigonometrische Funktionen Folie 181

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.3 Quadratische Funktionen

Beispiel: Freier Fall

. . . . " hschul
Wir stellen uns vor, dass Hermann auf dem schiefen Turm von Pisa einen A Eﬂij,’f,,';e
Ball senkrecht nach oben wirft. Der Ball unterliegt der Erdanziehungskraft g;;fgglggfgm
und fallt zu Boden. Aus dem Newtonschen Axiom _
- : [ ol
Kraft = Masse x Beschleunigung Innovative u
m Hochschule

und der Erdbeschleunigung g = 9,81 =3 erhalt man das Weg-Zeit-Gesetz

fur den freien Fall.

von Bund und Léndern

Xa sec

..O(.S\ = %&{:Punld al% ‘Bweaunzgamxamég Uj@j ) %&t ) Gese.l-%
X (9 2, spatecer iz.ffunu
“a (m) 2 , Abstand vom Boden ' =
30 Lm) 2 pmfaw Slno"le g =5 m

Vo (rn/s) Anfavajesww.md/)he«f" — Vv, - {0 ™/s

1
y = —59,81:1:2 + 10z + 52,

Dieser Weg-Zeit-Gesetz beschreibt die Zuordnung Zeit->Abstand des Balles vom Erdboden.



10. Funktionen

10.3 Quadratische Funktionen

Definition

Eine Funktion der Form

y = ax*+ bx + ¢
mita,b,c € Rund a # 0 stellt eine allgemeine Parabel mit dem Scheitelpunkt S (xg, |ys) dar.
Eine andere Darstellungsform fiir Parabeln ist die Scheitelpunktsform:

2 ,Quadratische
ax —xgs)° +
Fir die Koordinaten des Scheitelpunktes gilt dabei:

_ b
Xs 2a
bZ

Vs = —4—a+C

Jede Parabel ist zu einer Geraden symmetrisch, die zur y -Achse parallel ist und durch den Scheitelpunkt S verlauft.

Es gilt Beispiele:

— B Y/ —
» a > (: Die Parabel ist nach oben geoffnet. Y1 = 3(36 5) -ZI_ 1 = S(xslys) -
y2 = —2(x +3)° =1 = S(xslys) =

» a < (: Die Parabel ist nach unten gedffnet.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.3 Quadratische Funktionen
Die Normalparabel .

Hochschule
: Flensburg
® ry=x University of
Applied Sciences
@) g y=32
10 ausgezeichnet als:
@ = y = 0.5x2 $ . ~
Innovative
. 8
5 5 =B : Hochschule
Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Landern
O qy=x*-3 \ 6
Q@ = y = (x + 3)? \
R
e 2
— QO = y = (x-3) \\
6 /
- Input \ o2
\
\ f S
g
8 -6 -4 2 4 6 8
A
—4




10.3 Quadratische Funktionen

Die Normalparabel .
Was machen die Parameter mit der Parabel? ol

University of
Applied Sciences

Funktionsterm Der Parameter ... bewirkt folgende Abbildung. Welche

Fallunterscheidung ist sinnvoll? e
.y
’{Inngvahtn;e
» 2 ocnscnute
Flx)=a Normalparabel y=alx—c)*+d e g e

von Bund und Léndern

N Verschiebung der Normalparabel in Richtung der y-
J(x)=x"+d Achse um d

Verschiebung der Normalparabel entlang der y-Achse

J()=(x=c)+d | 0 d und entlang der x-Achse um ¢

| -Normalparabel
! a>0 -Die Parabel nach oben gedffnet
f(\?) =d- X a<0 -Spieglung an der x-Achse - die Parabel nach unten gedffnet
0<laj<1 | -Die um a gestauchte Normalparabel
la] > 1 -Die um a gestreckte Normalparabel

f(x)=x+ px+gq Normalform einer quadratischen Funktion




10. Funktionen

10.3 Quadratische Funktionen
Schnittpunkte von Parabel und Geraden

Beispiel Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Parabel y = — §.}L + 5z — H mit

. 1
g1 =3 —3

1, . 19 1 1
—§T + S 2 E.L 2
g9 &
= —%mz-i—%;:-:—i}:mv(—i}

Wenn die Gleichung nicht
|6sbar ist, dann gibt es keine
Schnittpunkte!

“ 2 —9+18=10

9 /81 9
$]:2—§:|: 1—18 E

Ty =3, 19 =6

I
t\:ll’n--':'

Einsetzen ergibt 1, = % -3 — ,, =1 undy = % 6 — 5 = 5. Die Parabel hat somit mit der

5
2
Geraden gy die beiden Schnittpunkte P (3 | 1) und P2 (6] )

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Iy
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10.1 Funktionsbegriff Folie 135
10.2 Lineare Funktionen (Geraden) Folie 140
10.3 Quadratische Funktionen (Parabeln) Folie 149
10.4 Ganzrationale Funktionen Folie 155
10.5 Gebrochenrationale Funktionen Folie 159
10.6 Die Exponentialfunktion Folie 173
10.7 Die Logarithmusfunktion Folie 176
Info: Umkehrbare Funktion Folie 177

10.8 Trigonometrische Funktionen Folie 181

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.4 Ganzrationale Funktionen

Definition

Eine Funktion mit einer Funktionsgleichung der Form ; Flenshurg
fx)=ax™+a,_x™ 1+ +ax?+ax +ag ; Aopled Sence

heilt ganzrationale Funktion oder auch Polynomfunktion n -ten Grades. i -

Ganzrationale Funktionen sind definiert fir alle x € R. Sie sind Uberall stetig. : ﬂé@ﬁ!ﬁ'ﬁiﬁ

Schnittpunkt mir der y-Achse: setze x = 0 (f(0) = ag ) i

Schnittpunkte mit der x -Achse (Nullstellen): setze f (x) = 0. ] |1

Faktorsatz: Wenn f(x) ein Polynom vom Grad n = 1 und a eine reelle Zahl
mit f(a) = 0 ist, dann gibt es ein Polynom g(x) vom Grad n — 1, so dass

f(x) =(x—a)g(x) (=2Polynomdivision)

. — 5 _ 5 3 _ 42 4 2
Jedes Polynom vom Grad n mit n = 1 hat hochstens n Nullstellen. fry=x N

Jedes Polynom vom Grad n mit n ungerade hat mindestens eine Nullstelle.




10. Funktionen

10.4 Ganzrationale Funktionen
Beispiele firn < 3

m-

Funktions- fy(x) = ay; filx) = ag + a;x; fo(x) = ay + a;x + ayx?; f3(x) = ag + ayx + a,x? + azx3;
gleichung ay # 0 a, 0 a, # 0 az 0

Konstante lineare Funktion, Gerade quadratische Funktion, Parabel kubische Parabel
typische N A a.>0
Bilder j O,,(O\ 1 Q FiEs O

1 2
4 3 2 2o 1 2 3] /1 x Y [ e T ; /\ 3
n | a,c0

Anzahl der 0 1 Hochstens 2 Hochstens 3, mindestens 1
Nullstellen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.4 Ganzrationale Funktionen
Aufgaben .

Hochschule
. . . Flensburg
Geben Sie ein Beispiel von University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

1. einem Polynom flnften Grades mit 5 verschiedenen Nullstellen ry
Innovative
Hochschule

2. einem Polynom flinften Grades mit 4 verschiedenen Nullstellen e
3. einem Polynom filinften Grades mit 3 verschiedenen Nullstellen

4. einem Polynom flinften Grades mit 2 verschiedenen Nullstellen

5. einem Polynom fiinften Grades mit genau einer Nullstelle

6. einem Polynom sechsten Grades ohne Nullstellen



10.1 Funktionsbegriff Folie 135
10.2 Lineare Funktionen (Geraden) Folie 140
10.3 Quadratische Funktionen (Parabeln) Folie 149
10.4 Ganzrationale Funktionen Folie 155
10.5 Gebrochenrationale Funktionen Folie 159
10.6 Die Exponentialfunktion Folie 173
10.7 Die Logarithmusfunktion Folie 176
Info: Umkehrbare Funktion Folie 177

10.8 Trigonometrische Funktionen Folie 181

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Definition

Unter einer gebrochenrationalen Funktion f (x) versteht man den Quotienten aus zwei
Polynomen g (x) und h (x)

gx)  apx™+ap_x" T+t ax+ag
B h(x) B bmxm + bm_lxm_l + -+ blx + bo

g(x) — Zahlerpolynom vom Grad n

h(x) — Nennerpolynom vom Grad m

Definitionsbereich: alle reellen Zahlen mit Ausnahme der Nullstellen des Nennerpolynoms h (x) = 0:
D =R\ {x € Rlh(x) =0} ={x € R|h(x) # 0}

Nullstellen: Nullstellen des Zahlerpolynoms, aber nicht vom Nenner: g(x) = 0
Definitionsliicken: Nullstellen des Nennerpolynoms h (x) = 0
Polstellen: (= Unendlichkeitsstelle) Nullstellen vom Nenner-, aber nicht vom Zahlerpolynom:

X = Xxg ist senkrechte Asymptote der Kurve

Asymptote — eine Gerade, deren sich die Funktion im Unendlichen beliebig ndhert (fast
beriihrt); ,Tangente im Unendlichen”

stetig behebbare gleichzeitig Nullstellen von Zahler- und Nennerpolynom
Definitionsliicken

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Beispiele

a) fx) =22

x2+1

keine Definitionsllicken;

eine Nullstelle: x = —2

b) f(x) _ x%-x _ x(x—1)

x+2 x+2

Definitionslicke: x = —2 (Polstelle);

Nullstellen: x; =0, x, =1

v

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Sonderfalle und Bezeichnungen

Unter einer gebrochenrationalen Funktion f (x) versteht man den Quotienten gt;;:‘f;ztl:;;le
aus zwei Polynomen g (x) und h (x) University of

Applied Sciences
gx)  apx™+ a1 x" '+ +ax +ag

ry
by x™+ b, _x™ 1  +b,x+b Innovative
m m-=1"+ 1 0 Hochschule <
g(x) — Zahlerpolynom vom Grad n

Eine gemeinsame Initiative

h(x) — Nennerpolynom vom Grad m

Nenner h(x) = by = const; f(x) ist eine ganzrationale Funktion
Zahlergrad = Nennergrad, unecht gebrochen rationale Funktion

Zahlergrad < Nennergrad, echt gebrochen rationale Funktion

Jede unecht gebrochen rationale Funktion (n = m) lasst sich darstellen als Summe einer ganzrationalen

Funktion vom Grad (n — m) und einer echt gebrochenrationalen Funktion (= Polynomdivision):
x3-3x+5
a) ———

N NI YR R b) 3x%+4x+9 4x—6
X—2 X—

x2+5 x2+45




10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Fall 1: Verhalten in der Nahe der Definitionsliicken (Polstellen)

Beispiel 1: f(x) = Zxx—__:; xo = 3 einfache Nenner-Nullstelle

f(x) = +oo fiir x - 3 4+ (von rechts)
f(x) » —oo fiir x - 3 — (von links)

Beim Uberschreiten der Stelle x, = 3 dndert sich das
Vorzeichen der Funktionswerte

= f (x) besitzt bei xo = 3 einen Pol mit Zeichenwechsel
(punktsymmetrisch).

Die Kurve nahert sich immer mehr der Geraden x = 3: die
Gerade x = 3 ist senkrechte Asymptote.

Fir die Skizze bendtigt man noch das Verhalten fiir [x| — oo:

2x—5 1 .
flx) = - —2+;—>2 fir x - too

Fir groRe Werte von |x| unterscheidet sich f(x) immer
weniger von 2: y = 2 ist waagrechter Asymptote der Kurve.
Die Annaherung erfolgt nach rechts von oben und nach links

1 ) 1 )
von unten, wegen —— > 0 fir x> 3 und T3 < 0firx <3

y=2

-6

s

-2 0

x=3

v

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
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Eine gemeinsame Initiative
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10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Fall 1: Verhalten in der Nahe der Definitionsliicken (Polstellen)

Beispiel 2: f(x) = (x+11)2; x = —1 doppelte Nenner—Nullstelle

f(x) > +oo fiir x > —1% (Unabhéngig davon, ob Anniherung
von rechts oder von links )

Beim Uberschreiten der Stelle x, = —1 tritt keine Anderung

des Vorzeichens auf: f(x) hat bei x, = —1 ein Pol ohne
Zeichenwechsel (achsensymmetrisch).

- Die Kurve besitzt die senkrechte Asymptote x = —1

2 f(x) - 0 fiir x » oo = y = 0 ist waagrechte Asymptote

Ist x, eine n-fache Nullstelle des Nennerpolynoms und

keine Nullstelle des Zahlerpolynoms, so besitzt f(x) bei x,
eine Unendlichkeitsstelle oder einen Pol;

x = xg ist senkrechte Asymptote der Kurve
n gerade < Pol ohne Zeichenwechsel
n ungerade < Pol mit Zeichenwechsel

-4

-2

-2
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10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Fall 2: Verhalten in der Nahe der Definitionsllicken (stetig behebbare Definitionsliicken)

x2

Beispiel 3: f;(x) = x—_1x definiert fur alle reellen x # 1
Xo = 1 ist Nullstelle von Nenner und Zahler; fiir x # 1 kann man also den ¢

Faktor (x — 1) kirzen:

2_ -
fi) == 0 oy x#1 :

Das Schaubild von f; (x) ist die Gerade y = x ohne den Punkt (1]1). 2

Wenn wir uns an die Definitionsliicke x = 1 beliebig nah von links und

v

rechts ndhern, nahrt sich der Funktionswert dem Wert 1 (d.h. linksseitiger
und rechtsseitiger Grenzwert fiir |x| = 1 stimmen Uberein, also existiert ein =
Grenzwert an dieser Stelle und wir kénnen die Funktion , stetig fortsetzen”).

Nimmt man diesen Punkt hinzu, so erhadlt man die stetige Fortsetzung der
Funktion f; (x):

~ x; x 1 _
f1(x)—{1; ‘=1 }—x, x €ER

Wir nennen X, eine stetig behebbare Definitionsliicke der Funktion f; (x).
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10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Fall 2: Verhalten in der Nahe der Definitionsllicken (stetig behebbare Definitionsliicken) .
Beispiel 4: _ o xP-x _ ox(x-1) s Hochschule
eispiel 4: fz (X) = 2 tx—2  x2tx—2’ l'-'le.nsbu.rg
University of
1 1 1 3 ’ Applied Sciences
Nenner-Nullstellen: x; , = —= % /—+2 =—-%4- .
! 2 4 2 2 4 ausgezeichnet als:
=>x;, =—2undx, =1=>D =R\ {-2,1} .
C Innovative
Zahler-Nullstellen: x3 = 0; x, = 1 ’E'_"OCh_SCh‘{lft_
xo = 1ist Nullstelle von Nenner und Zihler; fir x # 1 kann man also den Faktor (x — 1) T 17 R
kirzen: 2
00 x%—x x(x—1) x(x—1) X 1
X)) = = = = ;X _a
z x24+x—2 x24+x-2 (x+2)(x—1) x+2

Um das Verhalten der Funktion an der Definitionsliicke x, = 1 naher zu untersuchen, nahert
man sich diesem Wert von beiden Seiten an:

_von links an die 1“ _von rechts an die 1* —> Die Funktion néhert sich in x, = 1 dem Funktionswert 3

£,(0) =0 £(2) =05 Man sagt ,die Funktion strebt fiir x = 1 gegen %

£,(0,5) = 0,2 £,(1,5) ~ 0,42857 —> Hierbei handelt es sich um eine Grenzwertbetrachtung. Man schreibt:
. . , _ X 1 1

f2(0,9) = 0,310345 f.(1,1) = 0,35484 xllgl_fZ(x) = xllr&fZ(x) = }Cl_fgfz(x) = chl—rg (x — 2) = |1 —|=3

0,99) = 0,33110 1,01) = 0,3355548 , , » , . ,
fa( ) fa( ) (Sprich: “Linksseitiger Grenzwert gleich rechtseitiger Grenzwert gleich
f2(0,999) ~ 0,333111 f2(1,001) ~ 0,3335554 | Grenzwert (Limes) von f (x) fiir x gegen 1°).




10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen

Fall 2: Verhalten in der Nahe der Definitionsllicken (stetig behebbare Definitionsliicken)

x—1
2x2—4x+2

Beispiel 5: f3(x) = definiert fir alle reellen x # 1

x—1 x—1 1
f3(x) = 2(x2-2x+1)  2(x-1)2  2(x-1)’ x#1
Die Definitionsliicke x, = 1 ist auch durch Kiirzen nicht zu beheben. In der
gekurzten Form ist xo, immer noch Nullstelle des Nenners, aber nicht mehr
Nullstelle des Zahlers:

f3(x) hat an der Stelle x, = 1 einen Pol mit Zeichenwechsel.

Ist x¢ Nullstelle des Nennerpolynoms und des Zahlerpolynoms
einer gebrochenrationalen Funktion f(x), so sind zwei Félle
moglich:

a)  f(x) kann (durch Kiirzen) bei x, stetig ergdnzt werden;

b)  f(x) besitzt bei x, einen Pol.
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10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Verhalten fir |x| » oo (x > +o0)

. (%)  apx™tan_1x" 1+tax+a
SEIf (x) _ g _UYn n—1 1 0

1.

T h(x) by xMAbpyy_ XL +byx+by
Falln < m:
- x-Achse ist die waagerechte Asymptote.

—> Der Grenzwert von f(x) fir x = too ist dann gleich Null: |llim 900 _
X

—oo h(x)
3/8 5
. . . 8x2%-5 . x (;—x—s) 0
Beispiel: lim e v lim Yo |I| =0
[x|—>00 X°+8x [x|—o00 x (1+ >— 3)
X X
Falln = m:

—> die Gerade y = Z—” ist die waagerechte Asymptote

m

- lim f(x) = const
[x]|—>00
7
. : 2x2-7x . x?(2-7) 2
Beispiel: lim —————= lim ———{5n ==
|x|>00 7Xx+3x2-1000  x—>+oo x2 (3+___2)
X X
Falln > m:

- mit Polynomdivision zu einer echt gebrochenrationalen Funktion
umformen; fiir unendlich groRe x geht der Bruch im Rest zu Null
- der ,ganze” Term ergibt die Gleichung der Asymptote an

-2 lim M = 100 (das Vorzeichen hédngt vom Vorzeichen von a,, und davon ab, ob

[x]|—>00 h(x)
n gerade oder ungerade ist)
1 3 3
=xX°4x—2 1 =x+1
Beispiel: f(x) =2 ——=>x—14+-2—>= lim f(x) = +o
p f( ) xX%+42x+3 2 +x2+2x+3 |x|—>oof( )=1%

Asymptote:
x=0,5x-1

6 1]
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10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Beispiele

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Iy
3 v Innovative o
Ay ) 5 Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Il

y




10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Beispiele .
Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
* y Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

I 1 4"']
y=x(x—1)(x—2)(x—3)
b N S
-3 =1 ) x
11
T .
| /\ y T > X +5.x
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10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Beispiele
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10. Funktionen

10.5 (Gebrochen)-rationale Funktionen
Beispiele
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10. Funktionen

10.6 Die Exponentialfunktion
Eigenschaften .
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Exponentialfunktionen mit der Basis a:
f(x) = a*, a>0unda #1

Alle Exponentialfunktionen:
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* haben keine Nullstellen und die x-Achse als untere Schranke

* haben den Punkt (0]|1) gemeinsam

* nahern sich asymptotisch der x-Achse an, ohne diese jemals zu berihren
 verlaufen oberhalb der x -Achse: W = R* sind -2

fir0 < a < 1:streng monoton fallend

und fira > 1:streng monoton steigend

* Fir das Grenzwertverhalten der Exponentialfunktion gilt

) - oo, Wenn a > 1
lim a* =

T—r00 0 ,wenn 0<a<1

. . 0 ,wenn a > 1
im a* =
T—+—00 oc ,wenn (0 <a<l1



10. Funktionen

10.6 Die Exponentialfunktion
Anwendungen .

‘ Hochschule
* Zinsrechnung Flensburg
University of
*  Wachstumsprozesse Applied Sciences
Das stetige Anwachsen einer Population wird beschrieben durch die Gleichung: e
Fy
p ... jahrlicher Wachstumskoeffizient Innovative
¢ o Hochschule
N - NO * ep = t [N Zelt In Jahren Einegergeinzar:\eénitiative
Ny ... Anzahl zur Zeitt = 0

Beispiel: 1980 lebten 4,1 Milliarden Menschen auf der Erde. Wann wird sich die Menschheit verdoppelt haben bei
einem jahrlichen Wachstum um p = 1,7%?

Losung: Ausgangszustand 1980: t = 0, N, = 4,1 - 10°

t muss so bestimmt werden, dass gilt: N(t) = 2N,

In 2 In 2
p 0,017

—> Verdoppelung etwa im Jahr 1980 4+ 41 = 2021; unabhangig von N,, nur abhangig von p!
2020 betragt die aktuelle Bevolkerung schon 7, 84 Milliarden!

N(t)=Ny-ePt =2N, o el =2 In(eP)=In2opt=h2 ot =
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10. Funktionen

10.7 Die Logarithmusfunktion
Eigenschaften .

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion a¥ = x heif3t Eﬂi‘;iﬂi‘;‘e
Logarithmus zur Basis a:

University of
Applied Sciences

f(x) =log,x, x>0unda>0a=+1
Alle Logarithmusfunktionen:

* sind unbeschrankt, D = R*\{0}, W =R 4

* haben den Punkt (1] 0) als einzige Nullstelle gemeinsam
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* nahernsich fur x — 0 asymptotisch der y-Achse an
e sind

fir0 < a < 1: streng monoton fallend

und fira > 1: streng monoton steigend

* Fir das Grenzwertverhalten der Logarithmusfunktion gilt:

lim loggx =] »¢>1 [
limlog, x = —o,a>1
oy 08aX = ©,0<a<l1

O [x+




10.1 Funktionsbegriff Folie 135
10.2 Lineare Funktionen (Geraden) Folie 140
10.3 Quadratische Funktionen (Parabeln) Folie 149
10.4 Ganzrationale Funktionen Folie 155
10.5 Gebrochenrationale Funktionen Folie 159
10.6 Die Exponentialfunktion Folie 173
10.7 Die Logarithmusfunktion Folie 176
Info: Umkehrbare Funktion Folie 177

10.8 Trigonometrische Funktionen Folie 181

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



Info: Umkehrbare Funktionen

Definition: Eine Funktion f mit Definitionsbereich D und
Wertebereich W heillt umkehrbar, wenn zu jedem
Funktionswert y aus W genau ein Argumentwert x aus D
gehort.

fiD->Wre f~L:W;>D

Die Funktion f~1, welche den Elementen von I/ eindeutig die
Elemente von D zuordnet, heiRt Umkehrfunktion der Funktion f.

Funktion y = f(x) und Umkehrfunktion x = f~1(y) besitzen
dasselbe Schaubild, nur die Zuordnungsrichtung ist geandert.

Die Umkehrfunktion y = f~1(x) einer umkehrbaren Funktion
f(x) erhdlt man in 2 Schritten:

* Lose die Gleichung y = f(x) nach x auf = x = f~1(y)

* Vertausche die Zeichenxundy =y = f1(x)

o

Nicht umkehrbar: f(x;) = f(x3)

umkehrbar: x; # x, = f(x1) # f(x3)
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Info: Umkehrbare Funktionen

Das Schaubild wird an der 1. Winkelhalbierenden y = x gespiegelt:

Dem Kurvenpunkt (a|b) der Funktion y = f(x) entspricht der

Kurvenpunkt (b|a) der Umkehrfunkt

X €

. . . . — 2 . —
Beispiel: f(x): y = x* mitx {ye

a) Auflésen nach x (= Anderung d

> @) x=y7 mit {

b) vertauschen von x und y (= Ubliche Bezeichnung: Argument x)

= 1 (x): y=+x mit {

iony = f~1 (x).
D; = [0,2]

er Zuordnungsrichtung)
y € Df—l = Wf = [O, 4]
X € Wf—l - Df - [0, 2]

X € D1 = [0,4]
y € Wf—l = [O, 2]
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Info: Umkehrbare Funktionen
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am rechtwinkligen Dreieck (fiir Winkel von 0 bis 90 Grad) .

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
_ X a  Gegenkathete )
SanS (X 5111 oy = - = ausgezeichnet als:
c Hypotenuse o/ .
b Ankath e |
Ccos = - = ncathete v Innovative
Kosinus o . I Hypotenuse 3 ’E-.IOCh.SChl{lft.
a  Gegenkathete sina von Bund und Landern
fana = E: Ankathot = §
nkathe
Tangens o ele  cosa
1 §
Kotangens a cota =—= G|
a tanb C




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Bogenmal} .

Ein Winkel a kann entweder im Gradmal oder im Bogenmald gemessen werden.

Hochschule
Flensburg
b 2 University pf
Das Bogenmal® x des Winkels « ist das Verhaltnis der Bogenlange zum Ty Applied Sciences
Radius am Kreisausschnitt mit Mittelpunktswinkel o 2] % ausgezeichnet s
~
by b, b Innovative J
X=—=—=- Hochschule
" &) r
r

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

x ist eine dimensionslose Grol3e, unabhangig vom Kreisradius 7.
Beispi ; 2> B
Eine volle Umdrehung: a« = 360° = BogenmalR x = 21 eispiel a): GradmaR ogenmafd

Bezeichnung: Werden Gradmald und Bogenmal} nebeneinander

a| 90° | 450 | 110° | 27,5 |

benutzt, so bezeichnen wir den Winkel in Gradeinheiten mit a und x| T T |11 0,48
in Bogeneinheiten mit x (,,Radiant”, abgekurzt ,rad”) 2 4 | 18"
Umrechnungsformel:

Beispiel b): Bogenmall > Gradmali

a X 0 T
0~ a = 180 - X X =7g00 %
360 21 T 180 X n 1 2,5
3
o« | 60° | 57,3° | 143,24

Winkel werden immer gegen den Uhrzeigersinn als positiv betrachtet.




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Bogenmal} - Wichtige Umrechnungen

—> Einige Bogenmal-Werte sind besonders.

Hochschule
Flensburg
Univgrsity pf
- Die Werte aus der Tabelle sollten Sie im Kopf haben! Applied Sciences
ausgezeichnet als:
Fy
Innovative of
Qpeg | 360° | 270° | 180° | 90° 60° 45° 30° HOCh.SChUl_?_
3 n m m n
Qa 2 —n
RAD | <M | e iEm T
G0~

120" GO®

180°

210°N




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad) .

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
1 ausgezeichnet als:
* Einheitskreis - ein Kreis im kartesischen ry
p Koordinatensystem mit Radiusr = 1 Innovative
Hochschule
* Wir stellen uns einen Punkt P vor, der Ere germensame Intete
1 1 sich auf dem Kreisrand gegen
5 X Uhrzeigesinn dreht und halten ihn in

einer Position fest.




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

Hochschule
Flensburg
y University of
Applied Sciences
1

Ein Lot vom Punkt P auf die x-Achse |

~
Innovative J
P * Es entsteht ein rechtwinkliges Dreieck Hochschule

. * Wir betrachten den Winkel @ = POP’
- 1




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

Sinus

sin a Ssin @

o _PP PP
SlIl(X—OP— 1 =

* Somit ist Sinus die Projektion auf die
y-Achse

* Wenn der Punkt P sich weiter bewegt,
verandert sich entsprechend die
Projektion auf die y-Achse.

e Somit kann sin @ maximal 1 ftr 90°
und minimal -1 fir 270° werden.
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

Kosinus
y
1 or' 0P _
cosa = = =
| P 0) 1
: sina * Somit ist Kosinus die Projektion auf
-1 PSIET oy 1 die x-Achse
x X
0 * Wenn der Punkt P sich weiter bewegt,
verandert sich entsprechend die
Projektion auf die x-Achse.
1 * Somit kann cos @ maximal 1 fiir 0°
und minimal -1 fir 180° werden.
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

Tangens

g MM _ MM
ana—OM,— 1 =

* Tangens ist fur 0° gleich Null

* Tangens ist fur 90° nicht definiert, weil

OM‘ dann gleich Null ist. Durch Null
durfen wir nicht teilen.
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad) .
Kotangens Hochschule
Flensburg
y University of
Applied Sciences
N 1 . . . . . ausgezeichnet als:
= * Wir verlangern OP bis es die Gerade, die Iy
P parallel zur x-Achse verlauft, im Punkt N’ S LRy
schneidet. Eosgenan e
-1 {a 1 * Winkel NN'O= a als Wechselwinkel
0 P’ X
. NN’ NN’ NN/
cota = = =
ON 1
-1 * Kotangens ist fur 0° nicht definiert, denn
dann ON ist gleich Null. Durch Null duirfen
wir nicht teilen.

» Kotangens ist fiir 90° gleich Null.



10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad)

e

y =sinx

3

Sinusfunktion

f(x) =sinx

D=R

w=[-11]|

sin(—x) = —sinx

- punktsymmetrisch
Nullstellen: k - m; k € Z

Y =GOS T

Kosinusfunktion

f(x) =cosx

D=R

Wr = —1,1]

cos(—x) = cos(x)

- achsensymmetrisch

= Nullstellen: % +k-m keEZ

Hochschule
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Anderung der Koeffizienten in der Funktion
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Definition am Einheitskreis (fiir Winkel von 0 bis 360 Grad) .
Y Hochschule
Y Flensburg
1 4 Univgrsity pf
. y = tanx Applied Sciences
- 2 ausgezeichnet als:
| : Iy
-1 a 1 i 3T n 2 2,—./ Innovative of
0 M X . T Hochschule
: ¥ l X ) ) Eine gemeinsamg Initiative
2
-1 y = cotx
Y
| cota

Tangensfunktion Kotangensfunktion

f(x) = tan(x) f(x) = cot(x)

Q} : D=R\g+k.n;kez} ﬁ;}c::%\{”'k;kem

Wr=R cot(—x) = — cot(x)
<] tan(—x) = —tan(x) - punktsymmetrisch
- punktsymmetrisch

Nullstellen: = + k -
Nullstellen: k - m; k € Z 2



10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Wichtige Zusammenhange .

Aus der Geometrie am Einheitskreis (kongruente Dreiecke) leiten wir folgende Beziehungenab (0 < a < 90°): Flonsbang.

University of
Applied Sciences

90"+ | 180° £ a | 2T0° £ o | 360° £ o

ausgezeichnet als:

sin cos(a) Fsin(a) | —cos(a) | Lsin(a) .

: - Innovative o
cos | Fsin(a) | —ecos(a) | Lsin(a) COS (v Hochschule
tan | Feot(e) | tan(a) | Feot(a) | £ tan(a) Eine gemeisane ntaie
cot | Ftan(a) | Xeot(a) | Ftan(a) | £ cot{a)

Lasst man mehrere Umlaufe zu, so ergibt sich die Periodizitat der Winkelfunktionen:

sinfa) = sin(a + k- 3607) .,
cos(ae) = cos(a+ k- 3607),
tan(a) = tan{a+ k- 180°),
cot(a) = cot{a+k-1807).

- sinx und cos x sind periodisch mit der Periode 27
- tan x und cot x sind periodisch mit der Periode



10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Wichtige Zusammenhange .

Spezielle Werte (im Kopf behalten!) Eﬂf;?,’fff;""

University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

T 0° 30° 45° 60~ 90° 120° 135° 150° 180°  270° .
L R St Innevetive J
6 4 3 2 3 4 6 j 2 SO et und Landarn
. 1 1 1 1 1 1
sinx 0 2 3 V2 3 3 1 3 3 > 2 5 0 -1
1 1 1 1 1 1
1 1
tan x 0 E\/g 1 V3 nd. —/3 -1 -3 3 0 n.d.

cotz nd. 3 1 V3 0 —l 3 -1 —3 n.d. 0



10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Wichtige Zusammenhange .

Trigonometrischer Satz des Pythagoras:

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Wir entnehmen der Darstellung am Einheitskreis die wichtige Beziehung: Innovativel'-,
. 9 2 Hochschule
sin“(a) + cos“(a) =1

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Daraus leiten wir folgende Tabelle von Umrechnungsformeln (0 < a < 90°) ab.

sin(o) sin(a) V1 — (cos(a))?
cos(a) | 4/1 - (sin(a))? cos(a)
tan(a) 5111(?;}} , V1 — (cos(a))?

( )
— (sinf{r))? cos{ o
cot(a) V1 ‘( () (o) _




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Wichtige Zusammenhange .

- hschul
Additionstheoreme : Flonsburg
. - University of
| sint |cosa | tani | cotn Applied Sciences
sin(z1+x2) = sinx;-cosx +cosw - sinay *1] 0 1 0 | & ausgessichnet s
. . 1 1 1 LAk |
cos (z1 +x2) = cosxy-cosxy ¢ sinxy - sinay 30° Jal o3| s Innovative of
- + 2 2 3 Hochschule
1 _ 1 - von Bund und Landern
. . 45t | — 2 | — 2 1 1
Beispiel 1: 2 |2
T T .1 V3 (R T R
COS|X+—-|=COSX-COS——SInNX - -SIN—-=—-COSX ——SInx 80" | — w3 = L O e i
3 3 2 2 2 2 3
90* | 1 0 | x@ | O
Beispiel 2: 180° D -1 0 + 20
. . . . . 270 -1 0 o (]
sin(2x) = sin(x + x) = sinx - cosx + sinx - cosx = 2sinx - cos x il
Doppelwinkelfunktionen
sin(2x) = 2sinx cosx cos(2z) = cos’z —sin*x = 1—2sin’z = 2cos’z —1




10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen

Umkehrf

unktionen

Umkehrfunktion zu
Yy = sIn &
mit © € [—~5; 5]

Yy = arcsinaz mit

xz € [—1;1]

)

5 -4 -3 -2 -

= k) G s

{hj:.daﬂ:ﬁx

£z
012 3 45

1) = Arcsin T

Umkehrfunktion zu Umkehrfunktion zu
Y = Ccosx iy = tanx
mit = € [0; 7] mit © € [—5; 5]
Yy = arccos r mit y = arctan z mit
x e [—1;1] reR
fle f(z)
5
4

%]

0

5
4
S 3
Y = arccos , Y = arctane
! x . x
54321012345 5-4-32401234F%5

Beispiel:
sinx = 0,5

T
= x = arcsin 0,5 = a

- Im Taschenrechner:
Taste sin—?*
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ausgezeichnet als:
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10. Funktionen

10.8 Trigonometrische Funktionen
Sinuskreuz - Kosinuskreuz

Hloch:::hule
Flensburg
[ [ iv i f
Sinuskreuz Kosinuskreuz Applicd Seiences
/_ ausgezeichnet als:
I . /\ I ’ "'"lL' . A I . Innovative'. H
° 0 Hochschule
‘10 - L ‘ {‘o - A A EEEEE :_k r:ge:;n;ar& eeeeeeeeeee

G0l — 0., e

_...—-'

Beispiel: sin 104° = sin(180° — 76°) = sin 76°
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11. Ungleichungen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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11. Ungleichungen

Aquivalente Umformungen

Ungleichungen liegen vor, wenn man zwei Rechenausdriicke (Terme) durch eines der Relationszeichen <, >, < oder >
miteinander verbindet.

Ahnlich wie Gleichungen lassen sich Ungleichungen in vielen Fillen durch dquivalente Umformungen |5sen:

1. Zu beiden Seiten der Ungleichung diirfen beliebige Terme addiert oder subtrahiert werden.
2. Eine Ungleichung darf mit einem beliebigen positiven Term multipliziert bzw. durch diesen dividiert werden.

3. Eine Ungleichung darf mit einem beliebigen negativen Term multipliziert bzw. durch diesen dividiert werden, wenn
gleichzeitig das Relationszeichen umgedreht wird.

4. Die beiden Seiten einer Ungleichung dirfen miteinander vertauscht werden, wenn gleichzeitig das
Relationszeichen umgedreht wird.

—> Die Lésungsmengen von Ungleichungen sind in der Regel Intervalle.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



11. Ungleichungen

Graphische Losungsmethode

Graphische Lésung
Jede Ungleichung kann man auf die Form f(x) >0 bzw. f(x) =0 bringen.

Die Lésungsmenge der Ungleichung sind dann alle Intervalle der reellen Zahlen, in
denen der Graph der Funktion f(x) oberhalb der x-Achse verlauft. Dazu kann man

z.B. die Schnittpunkte des Graphen mit der x-Achse bestimmen, d.h. die Lésungen
der Gleichung f(x) =0, und dann fur die dazwischen liegenden Intervalle prufen, ob

der Graph fur dieses Intervall jeweils oberhalb oder unterhalb der x-Achse verlauft.

Gegeben ist folgende Ungleichung:

tana> < r

ol

| I | |

Betrachte die Graphen won tanz und x. Diejenigen Bereiche der x-

Achse, die die Ungleichung erfiillen, zdhlen zur Lésungsmenge (hier griin
markiert).

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol

Innovative
Hochschule o
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11. Ungleichungen

Beispiele

Lineare Ungleichungen — mit einem Parameter — Fallunterschied

Hochschule
Flensburg
University of
Welche x erfiillen folgende Ungleichung: Applied Sciences
2 ]_ ausgezeichnet als:
ar+ - = —="7
+32-%  Fry
b Innovative of
Hochschule
Dabei ist a eine beliebige, feste Zahl.

Wir formen um:

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



11. Ungleichungen

Beispiele

Lineare Ungleichungen - Bruch

Welche x erfiillen die Ungleichung

Hochschule
Flensburg
20— 3 142 University of
= 4! Applied Sciences
r—3 PP
ausgezeichnet als:
Die Zahl x = 3 muss von vorne herein ausgeschlossen werden, weil sonst auf der linken Seite durch Null dividiert wird. L
I'm Folgenden unterscheiden wir zwei Falle: Innovative of
S o ’ Hochschule

(1) x <3 bzw. x —3 <0 und

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

(2) x =3 bzw. x —3 = (.

Wir haben also zwei Probleme. Wir suchen Lisungen der Ungleichungen im Fall (1) und im Fall (2).

(1) Multiplikation der Ungleichung mit x — 3 < 0 ergibt (Relation wird umgekehrt):

(2) Multiplikation der Ungleichung mit x — 3 > 0 ergibt (Relation bleibt erhalten):



11. Ungleichungen

Beispiele

Lineare Ungleichungen - Betragsungleichungen

Hochschule
z—3| <2 Flensburg

. . . . . . Uni ity of
Wir betrachten eine Ungleichung mit einer Betragsfunktion und Applied Sciences

¥ wenden auch hier eine Fallunterscheidung an:

y = |x—3

[ ol
Innovative of
g =2 Hochschule
1 .

Eine gemeinsame Initiative
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11. Ungleichungen

Beispiele
Quadratische Ungleichungen

a) Losen Sie folgende
Ungleichung:

2x>+5x+2>0
& 2(x2+25x+1)>0
& x2425x+1>0
Xy =—-2ANx, =-0,5
= (x+2)(x+05) >0

b) Losen Sie folgende
Ungleichung:

—x?—4x—-4=0 |-(-1)
Sx’+4x+4<0
& (x+2)2<0
> X =—2

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



11. Ungleichungen

Beispiele
Ungleichungen n-ten Grades

a) Losen Sie folgende Ungleichung:
x+7)x—-3)x+DD(x—-2)x<0

L={x€eR|x € (-, -7]U[-1,0]U[2,3]}
={x€eER|x<-7vV-1<x<0V2<x<3}

b) Losen Sie folgende Ungleichung:

x2+x)?x—-1D)x-2)2>0

L={xeRlx=-2v0<x<1vx=>2}
={xeR|x € {-2}U[0,1] U [2,+0)}

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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12. Elementargeometrie

Hochschule
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12. Elementargeometrie

12.1 Flacheninhalte

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

» Quadrat mit der Kantenlange a: A = a° . Fy
Innovative

Hochschule
» Rechteck mit den Seiten a und b: A=a-b

Eine gemeinsame Initiative
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» Dreieck mit der Grundseite g und der Hohe

h: Azé-g-h
oder A = \/s(s—a)(s—b)(s—c) mit s=
u+g+c

Heron‘sche Flachenformel




12. Elementargeometrie

12.2 Sinussatz =
Hochschule
l'-'le.nsbu.rg

atpty=180°  Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich 180". Apphed i

Applied Sciences
In einem beliebigen Dreieck verhalten sich zwei

ausgezeichnet als:

Fy
) ; ) ) ) } . Innovative
Seiten eines Dreiecks wie die Sinuswerte ihrer Hochschule o
Gegenwinkel:

Eine gemeinsame Initiative
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a sina b sinf

-

(
T oot - y . ¢
b sinff ¢ siny a sina




12. Elementargeometrie

12.3 Kosinussatz

atpty=180° Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich 180".

In einem beliebigen Dreieck ist das Quadrat einer Dreiecksseite gleich
der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten, vermindert um

das doppelte Produkt aus beiden Seiten und dem Kosinus des
eingeschlossenen Winkels:

a? =b> + ¢ —2be cos(a),

¢ =a*+b* —2ab cos(y

)
b =a° + ¢ —2ac cos(3)
)

w
&

Beispiel: Ein Dreieck hat die Seitenlangena = 9,b = 3,5,c = 7. Man berechne die Kosinus der
Winkel in dem Dreieck.

Hochschule
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University of
Applied Sciences
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12. Elementargeometrie

12.4 Strahlensatze

Werden zwei von einem gemeinsamen Punkt S

ausgehende Strahlen von Parallelen
geschnitten, so gilt:

1)

2)

Die Abschnitte auf dem einen Strahl
verhalten sich wie die entsprechenden
Abschnitte auf dem anderen Strahl:

a Cc a

C
a+b c+d’ b d

Die Abschnitte auf den beiden Parallelen
verhalten sich wie die entsprechenden
Abschnitte auf einem Strahl vom Punkt S
aus gemessen:

. a _c

e
f a+b  c+d

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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12. Elementargeometrie

12.5 Satze lUber das rechtwinklige Dreieck

Satz des Thales

Der Satz des Thales sagt aus, dass jedes Dreieck, welches aus
den beiden Endpunkten des Durchmessers eines Halbkreises
(Thaleskreis) und einem weiteren Punkt dieses Halbkreises
konstruiert wird, rechtwinklig ist. Dabei ist immer der Winkel
auf dem Halbkreisbogen rechtwinklig.

Satz des Pythagoras

“In einem rechtwinkligem Dreieck ist die Summe der
Kathetenquadrate gleich dem Hypothenusenquadrat.”
Dieser Satz gilt auch in seiner Umkehrung:

“Wenn in einem Dreieck die Summe der
Kathetenquadrate gleich dem Hypothenusenquadrat
ist, ist das Dreieck rechtwinklig.”

“Wenn in einem Dreieck mit den
Seitenlangen a, b, c

a’ + b? = c? oder a? + c? = b? oder
b? + ¢? = a? gilt, ist das Dreieck
rechtwinklig.
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Applied Sciences
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12. Elementargeometrie

12.5 Satze lUber das rechtwinklige Dreieck

Hohensatz

Im rechtwinkligen Dreieck gilt:

h=p-q

Dabei ist i die Hohe des Dreiecks, p und ¢ sind die Hypotenusenabschnitte der Hypotenuse ¢ = p + ¢.

Kathetensatz

Im rechtwinkligen Dreieck gilt:

a’ = rz-qundh‘z =c-q

(¥

Hochschule
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Applied Sciences
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12. Elementargeometrie

12.6 Kongruente Dreiecke

Zwei ebene Figuren hiellen kongruent oder deckungsgleich, wenn
sie in allen Bestimmungstlicken Gbereinstimmen.

Vier Kongruenzsatze fiir Dreiecke:
Zwei Dreiecke sind kongruent wenn sie in
1. drei Seiten oder

2. zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel oder

3. zwei Seiten und dem der groReren Seite gegentber liegenden
Winkel oder

4. einer Seite und zwei Winkeln Ubereinstimmen.

Zwei Dreiecke ABC und DEF heifSen d@hnlich, wenn ihre Winkel paarweisegleich sind.
Ahnliche Dreiecke stimmen in Verhdltnis ihrer Seitenléngen iiberein.
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12. Elementargeometrie

12.7 Winkelpaare

Neben- und Scheitelwinkel:

Parallelwinkel:

Y & /

Hochschule
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13. Vektoren — Grundbegriffe

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?
Definition — Koordinaten .

= \ektoren — Objekte mit einer vorgegebenen Lange und Richtung; gﬂf‘};ﬁ;ﬂe
Univgrsity pf
= |v| ist Betrag des Vektors v. J’ A Applied Sclences
= Anwendung: Darstellung der physikalischen Krafte wie | ry
Geschwindigkeit oder Stromungsrichtungen im Raum,; ,ﬂ’;’;ﬁ:é’,,‘;‘f:
= Vektoren — Parallelverschiebungen von Elementen o S nd o
= wir verschieben den Punkt P; um v; Einheiten in x-Richtung und N
v, Einheiten in y-Richtung. 0 X

= P, P, — ein Verschiebungspfeil
= Parallelverschiebung eines Dreiecks um den Vektor v
= Schreibweise — Zahlenspalte (Koordinaten eine Vektors):

="
= (1

= Ermitteln von Vektoren: ,Spitze minus Schaft”

== () (3= ()
Al — A, 2 - (~1) 3

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Vektor#/media/Datei:Vektoren.svg




13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?
Begriffe

= Nullvektor — Vektor der Lange Null 0= (8),d. h. |6| =0

= Zwei Vektoren sind gleich, senn ihre Koordinaten libereinstimmen, d.h.

gleiche Lange = Betrag
gleiche Richtung

= Ortsvektor (Koordinatenvektor, Zeiger, ,gebundener Vektor®)

Gegeben Punkt (3|2)
OP — Pfeil zum Punkt P vom Ursprung O

Legen wir fest, dass die Zahlenspalte (;) nur durch den Pfeil

OP dargestellt wird (und nicht durch andere verschiebungsgleiche zu
OP ), dann nennt man OP ein Ortsvektor.

Die Koordinaten des Ortsvektors WD) sind einfach die Koordinaten des
Punktes P

Andere Schreibweise: OP = #(P) = (3)

Beispiel: Ortsvektoren der Bahnkurve eines schief nach oben geworfenes
Korpers

y
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?

Ortsvektor eines Punktes

Ortsvektor eines Punktes - Aufgabe

Hochschule
Flensburg
Eine Verschiebung ist durch den Vektor a = AB bestimmt, wobei A(2|4) und Hgﬁféﬁns?;nces
B(5/1) ist. Fiir welchen Punkt ist a Ortsvektor?

ausgezeichnet als:

[ ol
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?

Rechnen mit Vektoren — Addition und Subtraktion

= Addition

i Hochschule
- a Flensburg
e M — e
..... ; il = . = 4 University of
........... M Y2 Applied Sciences
a+b=7¢

s . = @I a0 T+ ausgezeichnet als:
C:Hb:(l)Jr(E):(l 2) T p
o n Y2 vt Y2

Innovative
Hochschule o
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A

Summe einer geschlossenen
Vektorkette ist gleich 0

= Subtraktion

ia—b=c

=




13. Vektoren — Grundbegriffe
13.1 Vektoren in R?

Rechnen mit Vektoren — Multiplikation mit einem Skalar .

= Vielfaches - Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar k : E‘éi’éiﬂ:‘;“"

University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
Iy
1 ‘ Innovative o
(1 1 ) Hochschule
LA

T k-
k- —
(Hl) (k : ?Jl)

=l
|
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?
Rechnen mit Vektoren — Betrag .

. - Hochschule
Betra g: Flensburg
University of

Applied Sciences
- ax . - 2 2 . —
Ista =, | so heift|a| = |ax + a} Betrag oder Lénge von a.
y

ausgezeichnet als:

R ~
Der Betrag von a wird auch mit a bezeinet.

Innovative
Hochschule
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Der Betrag eines Vektors ist — geometrisch veranschaulicht —
gleich (dem Zahlenwert) der Lange eines Pfeiles, der den Vektor

=3
darstellt.
= Die Formel fur Betrag lasst sich aus dem Pythagoras-Satzes
ableiten: X
|a] = a =+/5%+ 32 -

= Beispiel: Berechnen Sie die Linge des Vektors ¥ = (_3).
4
Losung: [¥] = /(—3)2+42 =v25=5

Andere Bezeichnung flr Betrag
,Norm eines Vektors“:

111




13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?
Rechnen mit Vektoren — Skalarprodukt .

= Skalarprodukt (inneres Produkt):

Hochschule
Flensburg

Univgrsity pf
= Multiplikation zweier Vektoren Applied Sciences

Das Ergebnis ist ein Skalar (reelle Zahl), kein Vektor! .

r
Vektor ,,mal” Vektor = Skalar

Innovative of
Hochschule
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Skalarprodukte zweier Vektoren a und b:
d-b=<db>=|dl- |B| - cos ¢ = a,b, + ayb,
Wobei ¢ der von beiden Vektoren eingeschlossene Winkel 0° < ¢ < 180° ist.

= Bemerkung: ¢ ist der kleinere der beiden Winkel, den @ und b bei gleichem O .
FuBpunkt miteinander bilden.

Anwendung: Arbeit in der Mechanik ist Skalarprodukt von Kraft und Weg.

Aus der Formel ergibt sich die Berechnung vom Winkel:
a-b ay by tay,-b,

COSQp =——— = N
al - |b| al - |b|




13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?
Rechnen mit Vektoren — Skalarprodukt .

= Skalarprodukt - Spezialfille:

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

Rechter Winkel: @-b = |@| - b - cos 90° = 0 (siehe Abschnitt 12.5.2.4 ar

= ausgezeichnet als:
Paralelle Vektoren: @¢-b0=a-b=cosa=1=a =0° ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Entgegengesetzte Vektoren: G-b= —a-b= cosa = —1 = a = 180°
Gleiche Vektoren: @-b=a-b-cos0° = a2

= Rechengesetze
Assoziatives Gesetz: Ist ungiiltig: @- (b- @) # (- b) -
Kommutatives Gesetz: Ist giiltig: a - b=5b-

Distributives Gesetz: Ist giiltig: @- (b+ &) =a-b+a-¢



13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?
Rechnen mit Vektoren — Skalarprodukt .

Skalarprodukt - Beispiele:

b) 3= (i) b= (?;‘) berechne by so, dass & L b.

Lésung
Zua) a-b=3-(-2)+2-4=2.
Zub) 3-b=2-by-4=0 = b,=2.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol
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Eine gemeinsame Initiative
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?
Rechnen mit Vektoren — Skalarprodukt .

= Skalarprodukt — Winkel zwischen zwei Vektoren: E‘;ﬂiﬁ‘:e
‘ University of
R — Applied Sciences
Welche Winkel schlieRt der Vektor a = ( 12) mit den beiden -
Koordinatenachsen ein? 1 i T ~
B Innovative of
Lésune: Hochschule
=03HnA8 h i s
Die gesuchten Winkel a und B sind gerade die Winkel, die der Vektor a + + -
mit T bzw. J einschlieRt. -2 =1 O 1 x
a-i -2:1+1-0 2
COS 0 =— = = -
lal-1  [e22+12 /5

2 o 1 o
=arccos | —= | = 153,4°, = arccos [ — | = 63,4°.
‘ %) P (%)




13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?

Eigenschaften in R?

Kollineare Vektoren (Parallel, anti-parallel oder auf gleicher Gerade)

= Algebraisch ausgedriickt: linear abhangig (l_)> = A\d)

Komplanare Vektoren — Vektoren, welche alle auf der gleichen Flache
liegen.

Algebraisch ausgedriickt: lineare Kombination (W =A U + uv)

a
= Inverser Vektor (Gegenvektor) zu einem Vektor @ = ( x) :

Ay
1= (o)) = (<o)
—aq = — =
ay —ay
Normalvektor (Normalenvektor) 1 zu einem Vektor @ — ein Vektor, der

orthogonal (d. h. rechtwinklig, senkrecht) auf dem Vektor a steht (m L a)
und gleiche Linge wie Vektor d hat .

= Es gibt zwei Normalvektoren zu einem Vektor d (in R?)

* 7 und —7 erhilt man durch Vertauschen der Koordinaten von d und
Wechsel des Vorzeichens bei einer der beiden Koordinaten:

ax —a a

- — y — y
a= > n= und —n = ( )
(aj/) ( Ay ) —Qy

w

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol

Innovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?

Eigenschaften in R?

| =

Einheitsvektor a, (normierter Vektor) — Vektor mit der Linge 1: ag =

B

Komponentendarstellung eines Vektors in R?

Einheitsvektoren in Richtung Koordinatenachsen:

l=e = ((1)) in Richtung x-Achse

j=e; = ((1)> in Richtung y-Achse

a
Jeder Vektor a = (af,) kann in Richtung der beiden Koordinatenachsen zerlegt

werden:

= ax _ 1 O _ = 7 — 4 o
a= a, = Ay - 0 +a,- 1 =ax-lta,-J=ay-e +ay,-e
Vektorkomponenten: a, - 7 und ay -7

Vektorkoordinaten (skalare Komponenten): a, und a,,

y|
a
147 _ ay i
i
o 1

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
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Eine gemeinsame Initiative
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?

Eigenschaften in R?

Einheitsvektoren als Richtungsvektoren (normierter Vektor)

Vektoren werden oft verwendet, um Richtungen anzugeben.

Dabei ist der Betrag eines solchen Richtungsvektors meist ohne Bedeutung.

Fallweise ist das aber ginstig, statt des Vektors a den entsprechenden Einheitsvektor a; zu
verwenden.

Der folgende Satz stellt eine Beziehung zwischen d und a; her:

-> - . .o . . —_ _ 1 -
Ist a # 0, so gilt fir den Einheitsvektor ay: ag = B

Beispiel:
a) Wie lauten die Koordinaten des Einheitsvektors a, von a = (i) ?

Losung: [d] = VZTFTZ = V5 = 4y = &+ (2) = (259)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
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Eine gemeinsame Initiative
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.1 Vektoren in R?

Eigenschaften in R?

> = . .. . . _— — 1 >
Ist a # 0, so gilt fir den Einheitsvektor ay: ag = T

Beispiel:

b) Gegeben ist die Strecke AB durch A(1|5) und B(4|4). Verdoppeln Sie die Lange der
Strecke AB uber B hinaus. Wie lauten die Koordinaten des Endpunktes C?

Lasung:ﬁ=0_,4’+z-ﬁ=(é)+2-(_31)=@ = C(7]3)

c)
Koordinaten des Endpunktes D?

Wir muissen von B aus das Vierfache des Einheitsvektors von

—  (4—-1 3
AB = (4 B 5) (_1) abtragen.

Der Einheitsvektor von AB ist wegen: |E| = \/32 + (—1)% = +/10 der Vektor \/%_0- (
B —a. L (3
BD =4 m(—1)

Damit: 0D=OB+BD=(4)+4-L-

(2)=(2)

- Also D(7,812,7)

Verlangern Sie die Strecke AB Uber B hinaus um 4 Langeneinheiten. Wie lauten nun die

3
-1

)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Vektoren im Koordinatensystem

Hochschule
] Flensburg
O rtsve ktor . < ) University of
£r A Koordinaten Applied Sciences
?:' — O i — y — I é:q_r: + y é'y + Z gz P(:Ej yj Z) ausgezeichnet als:
2 ; .
Innovative o
Yy Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

€.
P(5]3]25)

\f
Dy
S
»,
8
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Rechnen mit Vektoren

Alle Rechengesetze fiir Vektoren in der Ebene (R?) gelten auch fiir Vektoren im Raum (R3):

Hochschule
Flensburg
University of
o Applied Sciences
1. Addition:
a_-l ,E]l ausgezeichnet als:
Zwei Vektoren @ = | ay |und b= | by | werden komponentenweise addiert: s
Innovative o
s b Hochschule
Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Landern
a1 + by
c=ad+b=1| ay+by
ag + ag

2. Subtraktion:

1 I)]
Zwei Vektoren @ = | a; |und b= | b, | werden komponentenweise subtrahiert:
ag b
] — Efil
c=a—-b=| ay— b

az — by



13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Rechnen mit Vektoren

Alle Rechengesetze fiir Vektoren in der Ebene (R?) gelten auch fiir Vektoren im Raum (R3):

3. Multiplikation eines Vektors mir einem Skalar A:

)\-?,’1
Av=| A-ug
)L'?,-‘;j

4. Betrag ||t] eines Vektors:

91l = /03 + v} +23

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ o
Innovative of
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Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Rechnen mit Vektoren

Alle Rechengesetze fiir Vektoren in der Ebene (R?) gelten auch fiir Vektoren im Raum (R3):

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
5. SkalarprOdURt ZWEi'Er VEktﬂren a. und b. ausgezeichnet als:
Iy
Innovative o
aq by Hochschule
— Eine gemeinsamg Initiative
- Ep' —_ {I,2 ' b2 = {,[.1 = Ejll —|— (LE B bz -l— u':j . 'Ej':_{ von Bund und Lénd
a3 b

= | - HEH £ COS

6. Winkel o zwischen zwei Vektoren @ und b:

0 = Arccos



13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Rechnen mit Vektoren

Speziell im Raum (R3) 11!

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
7. Kreuzprodukt zweier Vektoren a und b

ausgezeichnet als:

[ ol

I N |
nnovative o

Hochschule
] bl ﬂgbg — ﬂ-;jbg

Eine gemeinsame Initiative

Irilg = ﬂ.gf]l — rth;.;

a3 b3 ajbe — asb;



13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3
Kreuzprodukt

= Kreuzprodukt # Skalarprodukt
= Kreuzprodukt: Vektor ,,mal“ Vektor = Vektor

= Skalarprodukt: Vektor ,,mal” Vektor = Skalar

Seien @, b € R?. Dann heiBt der Vektor

(]
C=dxb=las ]| x
a3

b 1
b2
b3

Kreuzprodukt oder Vektorprodukt von « und b.

Das Kreuzprodukt (oder Vektorprodukt oder AuReres Produkt) ist nur im R? definiert.

(,Lgb;j — (L;jf)g
asby — a1bs
a1by — azby

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Kreuzprodukt
Das Kreuzprodukt @ x b liefert einen Vektor ¢ mit folgenden ol
Eigenschaften.
L .
1.  Cstehtsenkrecht auf dundaufb:c LaAc Lb

3.

d, b, ¢ bilden in dieser Reihenfolge ein “rechte Hand-System”

b
g /
Ic] = |a] - |I_5 | - sin ¢, wobei ¢ der zwischen a und b eingeschlossene ]\:g:
Winkel ist. B e
Das entspricht gerade der Fliche des von a und b aufgespannten ) /B
Parallelogramms.

Die Lange des Vektors ¢,
|7l = |@ % b| entspricht dem
Flacheninhalt A des von a
und b aufgespannten
Parallelogramms.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol

Innovative
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Eine gemeinsame Initiative
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Kreuzprodukt
a1 by az - by —az - by
(19 X 11'}2 = sy - hl — (- f}:j
(13 b;j i - F’J‘-‘g (1 - IIJ'|
q bl
a2 bz

oW
.

|
e —

N —
\:_,.—-

Q|

X

(@

|

~

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3
Spatprodukt

Definition: Spatprodukt

Fiir drei Vektoren @, b, & € R3 ist das Spatprodukt ld, Hﬁ] definiert als

@b, =d-(bxa)

Geometrisch:

@, b, &| gibt das Volumen des
Spats (oder Parallelepipeds) an,
das von den drei Vektoren

@, b und ¢ aufgespannt wird:

d, b, (=0 <« @, b und ¢ sind koplanar (liegen in einer gemeinsamen Ebene)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
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13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3
Spatprodukt

Aufgabe: Einen Spat nennt man einen Kérper, der von drei Vektoren %, ¥ und
 aufgespannt wird. Das Volumen V' des Spates kann durch die Formel

V=|<ix¥u>]|

berechnet werden. Berechnen Sie das Volumen des Spates, der von den

Vektoren
1 —1 0
g=| 2 |¥=| 3 |w=| 2
3 —1 —1
aufgespannt wird.
Lésung: Es gilt
1 —1 —11
2 | x 3 =] —2
3 —1 5

Fiir das Volumen folgt V =|0—4—5| =9.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
von Bund und Léndern



13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Aufgaben - Geometrische Berechnung mit Hilfe von Vektoren .
2
a) Berechnen Sie den Betrag des Vektors @ = | 4 | und normieren Sie den Vektor, d.h. bestimmen Sie den g*:‘*;;ﬂ;‘gﬂe
3 University pf
Einheitsvektor a, in Richtung von d. Applied Sciences
b)  Der Vektor @ wird vom Punkt P(3|2|1) abgetragen. Welche Koordinaten besitzt der Endpunkt Q? e oy
—_— _— I t.
c) Wie grol} ist der Winkel zwischen den Vektoren OP und 0Q in b)? Hochschule
d)

Bestimmen Sie die Winkel, welche der Vektor d in a) mit den drei positiven Koordinatenachsen einschliet. o s e

von Bund und Léndern




13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Aufgaben - Geometrische Berechnung mit Hilfe von Vektoren .
2
a) Berechnen Sie den Betrag des Vektors @ = | 4 | und normieren sie den Vektor, d.h. bestimmen Sie den g*:‘*;;ﬁ;‘gﬂe
3 University of
. . —_— . . Applied Sci
Einheitsvektor a, in Richtung von d. ppiied Sciences
ausgezeichnet als:
. . [
LOosung: Innovative o
Hochschule
— 2 2 2 von Bund und Landern
a =|al=vVa’+a+a}.

Damit ist a = y2° + 4% + 3% = Y29 = 5,39.
Der Einheitsvektor 3, in Richtung @ errechnet

; 2 0,371
sich zu a, = 75 (g)=(8,ggg}.



13. Vektoren — Grundbegriffe

13.2 Vektoren in R3

Aufgaben - Geometrische Berechnung mit Hilfe von Vektoren .

Hochschule
b)  Der Vektor d wird vom Punkt P(3|2|1) abgetragen. Welche Koordinaten besitzt der Endpunkt Q? Oitteesstes of
Applied Sciences

LOSUHgZ L L 3 2 5 ausgezeichnet als: ',
Wie bei zweidimensionalen Vektoren gilt: OQ = OP +a = |2] + [4| = |6]. Innovative of
1 3 4 Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

c) Wie grol$ ist der Winkel zwischen den Vektoren OP und O_Q) inb)?

Losung; Der Winkel berechnet sich wie bei zweidimensionalen Vektoren mithilfe des Skalar-

produkts. Die Koordinatenform des Skalarprodukts lautet nun:
a-b=ab, +ab, +a,b,

|OP| =32+ 22+ 12 =14 ; |OQ| = V52 + 6% + 4°> =77,

—;—z—L= = = °_
€OS @ = T55110a] ~ V1477 0,944 = ¢ = arccos 0,944 = 19,2



13. Vektoren — Grundbegriffe
13.2 Vektoren in R3

Aufgaben - Geometrische Berechnung mit Hilfe von Vektoren .
2 Hochschul
. . . . - . . ere . . . ochschule
d) Bestimmen Sie die Winkel, welche der Vektor a = | 4 | mit den drei positiven Koordinatenachsen einschlielst. Flensburg
3 Applied Seiences
. . - A 4 PP
L6sung: aus Teil a) folgt: |a| = V29 auegereihnet s
r
’{Inngvahti\;e H
ocnsc e
Bemerkung: Oft sind die drei Winkel «, 5, y eines Vektors )

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

d zu den positiven Koordinatenachsen gegeben, so folgt
fir die Koordinaten (skalaren Komponenten):

a,=|d |-cosa
ay,=|d |-cosp
a,=|a |-cosy
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14. Ableitung — Grundbegriffe
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Grundbegriffe

Hochschule
Flensburg

University of
. . . . Applied Sci
Wichtige Eigenschaften einer Kurve: PRI

Wir betrachten nur reellwertige Funktionen

Stetigkeit: Kann eine Funktion in einem Zuge gezeichnet werden?

Fy
Innovative o
Differenzierbarkeit - Glattheit und Steigungsverhalten einer Funktion Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Stetigkeit

Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt c: Hochschule

Flensburg

. . . _— . University of
Eine Funktion f heif3t stetig in einem Punkt c, wenn Applied Sciences

*  fincdefiniert ist und

ausgezeichnet als:

Fy
e der Grenzwert lim f(x) existiert und Innovative
x—c Hochschule
¢ stimmt mit dem Funktionswert tberein: lim f(x) = f(c) o T
X—C

Einseitige Stetigkeit:

linksseitig stetige Funktion in c, wenn gilt: lim f(x) = f(c)
X—C—

rechtsseitig stetige Funktion in c, wenn gilt: lin}r f(x) = f(o)
X—C

Stetigkeit in einem Intervall:

Eine Funktion f heift stetig in einem offenen Intervall (a, b), wenn sie fiir alle Punkte x € (a, b) stetig ist.
An den Randern des Intervalls kann man lediglich einseitige Stetigkeit untersuchen.



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Stetigkeit l
* Hochschule
l'-'le.nsbu.rg
A Apphed Sciences
r
Innovative H
Hochschule
L
| >
8 : i -
C C
f(x)ist an der An der Stelle ¢ Der Grenzwert
Stelle ¢ nicht existiert nur stimmt nicht mit
definiert - nicht linksseitiger dem Funktionswert
stetig Grenzwert = f(x) ist tiberein
linksseitig stetig lim f(x) #f(c) 2
X—C
nicht stetig

https://matheguru.com/allgemein/stetigkeit-von-funktionen.html



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Momentane Geschwindigkeit .

Hochschule

AX 1IN M Flensburg

Ein Auto fahrt an einem bestimmten Zeitpunkt los und fahrt geradeaus.

. . University of
e zum Zeitpunkt t,: zurtickgelegter Weg y, Meter; 100 Applied Sciences
e zum Zeitpunkt t: zurlickgelegter Weg (vom Punkt y, aus) y Meter. St -
i ! ,
= ist ei -Zeit- 1 ' ' Innovative
y = f(t) ist eine Weg-Zeit-Funktion. © | | Innovative
Zeitvon ty bist: At =t — ¢ . : | Eine gemenzame e
I |
In der Zeit At = t — t, zuriickgelegte Strecke: Ay = f(t) — f(ty) | : |
Die Durchschnittsgeschwindigkeit v, ., Weg durch Zeit “ 20 : : ¢ in:s
I 1 !
Differenzen- Ay ft) — f(ty) 10 30 50 1 0
quotient Veot = At t —1p t s tl_t

Je dichter t an t,, heranrickt, desto naher kommt der Wert v, . der Momentangeschwindigkeit v, , also der
Geschwindigkeit auf dem Tacho (Grenzwertiibergang):
Differential f(@®) = f(to)

. v, = lim
-quotient to t-to t—t,

Dies ist die Ableitung von der Funktion f(t) an der Stelle t:

1 =t f O )

t—)to t _— tO




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung

Tangentenproblem

Steigung einer Geraden?

Hochschule
Flensburg
v Univgrsity F'f
—> Steigungsdreieck A Applied Sciences
ausgezeichnet als:
I ] >
_ nnovative
y2—y1 A, N
tana =m = =
X, —x1 Ax

Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
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Steigung einer Kurve? ...

X1 Xz



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung

Tangentenproblem

Steigung einer Kurve? ...

) Hochschule
- Flensburg
Sekante University of
Tangente Q Applied Sciences
Steigung der Sekante PQ = m  mittlere P — )
. . T T iy nktionsgrap
Steigung des Kurvenstiickes PQ: I L
nnovative o
Hochschule
Ay Eine gemeinsame Initiative
, P von Bund und Landern
Ay flzo + Ax) — f(ao)
L A f(xo) '
N A P e
// Ty rp + Az -
Steigung der Tangente?

Wir halten den Punkt Q fest und lassen Q immer naher an P heranriicken, so dreht sich die Sekante PQ
um P und ndhert sich einer Grenzgeraden t, der Tangente an f in x

_ fxo+Ax) — f(xo)
m —

m, = limm. = 1li
L Ax50 5 Ax>0 Ax

I fleo+x—x0) — f(xo) |, f(x)—f(x)
im =|lim

xX—x¢—0 X — Xy

x=Xo X — X

1
Fiir &Ax —+ 0 geht der Differenzenquotient in den Differentialquotienten i
tber:

. Grenzwertbildung
Ay —~ diy
A el




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Differenzierbarkeit

”gs’t{xc}‘ ) T )= f(x,)

QO&\% X=X, X=X,

Dieser Grenzwert f’(x() heiBt Ableitung von f an der Stelle x.

Die Funktion f heiBt differenzierbar auf (a,b), falls sie in jedem Punkt
zo € (a,b) differenzierbar ist.

Die Ableitung im Punkt x entspricht also gerade der Steigung der Tangente an
den Graphen von f im Punkt (zq, f(zq)).

— Ableiten heil3t Linearisieren!

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Differenzierbarkeit

. . . . Hochschule
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = |x]| Plenabug
Applied Sciences
i T T | Wie verlaufen die Tangenten an der Stelle .
] : | g ausgezeichnet als:
N | | u | x =07 r
RN : . /| Innovative H
sl — — | - / — Hochschule
5 T | f}ﬁ 1 . f(x) - f(xﬂ ) . | X | - | xﬂ' | . . 0 Eine gemeinsame Initiative
\ \ | | ms = .y = .t . x‘l} = von Bund und Léndern
= N Pl x| "
: N sm=
1 i | .
:: | X x:_::-ﬂ— :)l):i:::»[]l]_m:mzle
- ‘x‘ = : i x—0 X X
EE RN -x,x<0 =t
AL LT =2)x<0: im=El=X_
-5 | x—0 X X
p | x=0

-dﬂ o OF O E O+ R FodW & " MM W A W k@ @@

Die Funktion f(x) = |x| ist an der
Stelle x = 0 nicht differenzierbar

—>Es existiert kein Grenzwert an der Stelle x=0

= Es existiert keine Tangente an der Stelle x=0



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Differenzierbarkeit

Hochschule
An welchen Stellen ist der Graph der Funktion ist nicht differenzierbar? Flensburg

University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

0 " ; W e T ry
. 2 18 .
.-, L x) = |x%? -1 i ’ — {32 = Innovative
L f(x) =/ Ix] g f|( ) ; | i L) =[x i ¥ 1fl Hochschule o
, | 1 4 - sy : / _ . .
: | - 1 ki .; k i e e
" | | T 1 I " ! i
«1“ | e | b i : . #I
: A = I | f,..-n—#“'f : lllll IIJI '7 l":t 'J- f
l mv"“w,__i | . | 1 i 1 klf 3 T
: N I 4R ; |
-1 | 4 ! -4 _
-2 ! 2 I =
: T Jfarx =07
E - | =}
1= mg =10
a ; # | : [
# - | . | |
_ﬁ?weh%-rf'.'";'*"hﬂ-'“-*~*-‘£ Jj?“*'?“T"“"'" “““““ R el Weninl SIS RS SARS Relit & % g
firx = 0 furx =1 firx =1



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Ableitung

Hochschule
Flensburg
. . University of
D|e StEIgu ng der . Applied Sciences
T te im Punkt Die momentane
an en e Im Un N . ausgezeichnet als:
i( () Anderungsrate der Funktion f e .
X X .
an der Stelle x Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Die Ableitung f "(x)

Die Steigung des

Graphen an der Stelle x Der Grenzwert des

Differenzenquotienten

(Differentialquotient)
Der Grenzwert der

Sekantensteigungen




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion
Ableitungsfunktion

e Ableitung f” ist eine Funktion!

Hochschule

Flensbur
Univa_ersitfrpf
» Sie ordnet jedem x genau ein y (Ableitung) Applied Sciences
* Wir sprechen von einer Ableitungsfunktion ry
Innovative o
* Von der Funktion f* kann man erneut die Ableitung bilden Hochschule
(f”’- zweite Ableitung von f, f’’- dritte Ableitung, ... f/™ - n-te Ableitung)

e Zusammenstellung wichtiger Grundfunktionen f und ihrer Ableitungen f:

f(x) mx+b  x* x3 x* c

==
Py

f (x) m 2x  3x%2 4x3 0 — —



14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

I N |
nnovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

|
Hochschule
Flensburg

University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

|
Hochschule
Flensburg

University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative
Hochschule

1 Eine gemeinsame Initiative
f ( ) von Bund und Landern




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Ableitung der trigonometrischen Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen sin, cos und tan sind auf ihrem
Definitionsbereich differenzierbar und es gilt:

f(x) =sinz — f'(z)=cosz

flr)=cosz — f/(x)=—sinx

f(x) =tanx — f'(x)=

5 :1+tan2:;r:
cOs< T

- Ableitungskreis

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Hochschule
Flensburg
University of

Ableitungskreis: Applied Sciences

ausgezeichnet als:

&> S I n (X) aq?‘g ‘ Innovative' J

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Ableitungs-
-cos(x)  Kreis  COS(X)

S,
g 5}.&
%e



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Hochschule
Flensburg
Univgrsity F'f
Ableitung der e-Funktion und der Logarithmusfunktion Applied Sciences
ausgezeichnet als:
’ B ' __
fa)=e"  — fla)=c i
nnovative o
1 Hochschule
# +f Eine geme insame Initiative
j (-‘I") —_ ].I]. -:]: H’ f (I) —_— — von E?und und Landern
£z
o

Ableitung beliebiger Exponential- und Logarithmusfunktionen
f(T) — q* = (Elnu)m — E:!:-ln a — ff(m) —a®*-lna

1

Tr-Ina

f(x) =log, x —  fl(x) =




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen .I

Hochschule
Bemerkungen Flensburg
University of
Applied Sciences

Im Kopf behalten!!!

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

arctan(x )’ =

x2 41

COSs I

— sin @

1—|—ta112:1:=ﬁ2—$ r#E 5+ km, kel

_a-".:'m12 @ * ;é kﬂ—’ keZ




14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungskurve — zeichnerisches Ableiten

Hochschule
Flensburg
Schaubild der Ableitungsfunktion durch zeichnerisches Differenzieren bestimmen Applied Seences
== Fy
1 |3} Modphnkt | | | | | $attelpunkt s | Hochschule
. 1 ‘ /* Wendepurkte | ——F | = Bestimmen d(.ar . o
& /Tiefpunkt ¥~ | | ’ Tangentensteigungen in den
g 1 i’ § markanten Punkten des
IINFNIENEEEETER DL Graphen.
t = Eintragen der Werte in das
lish 1 L1 L& ¢ L L3 i darunter gezeichnete
o bl 1 % B e Koordinatensystem als
‘ ’ Ordinaten.
—¥ +—% 1 ' ~ = \Verbinden der erhaltenen
1 Punkte durch eine Kurve
1 % i




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Ableitungsregeln
Uberblick l

Hochschule
Flensburg

University of
Mit den folgenden Regeln kann man die Ableitung zusammengesetzter Funktionen Applied Siences
auf Ableitungen einfacherer Funktionen zurtickfiihren. .
e |
Sei (a,b) C R ein Intervall und f,g: (a,b) — R (im Definitionsbereich) Hochschule

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

differenzierbare Funktionen, und n und a reelle Zahlen. Dann gilt:

Konstante Funktion f(x)=a, f'(z)=0

Faktorregel (a-f(x)) =a- f'(x)

Summenregel (f£g9)(z)=f(z)£ g (x)

Produktregel (f -9 () = £(2) - 9(z) + f(2) - ¢'(x)
Quotientenregel (g)f () = f1z)- {j(‘E;QEm’;?(L) (@) fir g(x) # 0

Potenzregel flz)=2", f'(z)=nz"""



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Ableitungsregeln

Faktorregel

Hochschule

Flensburg
foo=1x 2> f'(x)=1 Applied Seiences
f)=2-x 2 fx)=2 f)=k-x 2 f'(x)=k
f(x) =3-x 2> f’(x) =3 Innovative',

Hochschule
=12 2 =12
=222 3 [()=22r=1x F=k-x* 3 f()=k-2x
f)=3x2 2 f'(x)=3-2x=6x

Allgemein gilt:

f)=k-gx) > f'X)=k-g'(x)

Der Faktor vor einer Funktion g(x) bleibt folglich beim Ableiten erhalten und wird
einfach vor die Ableitung der Ableitungsfunktion gesetzt.



14. Ableitung — Grundbegriffe
14.3 Ableitungsregeln

Summenregel

Bei Summen und Differenzen werden alle Terme einzeln abgeleitet.

Beispiel:
f(x)=x*4+x =2 f(x)=2x+1

Allgemein gilt:

f@)=g(x)+h(x) > ffx)=g"(x)+h"x)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Ableitungsregeln

Produktregel
Hochschule
Flensburg
University of
(f . g)' = f’ . g + f . g' Applied Sciences
ausgezeichnet als:
[
Innovative H
,Ableiten mal Abschreiben plus Abschreiben mal Ableiten” A

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

(z-Inz)" = () -lnz+z-(Inx)
1
= l-lnz+4+z-—
T
Inx + 1,

|



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Ableitungsregeln

Quotientenregel

T ! B () - (1+2%) —x- (1 +2?)
(1+:r:2) B (1+ 22)?
1-(1+42%) —z-2x
(14 22)?
2

1—=x

1+a2)2

( 1 )" _ -k1+x5)’ =2

1+ 2 (1+22)2  (1+a2)?

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative

Eine gemeinsame Initiative
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14.3 Ableitungsregeln

Ableitungsregeln fir Potenzfunktionen

Hochschule

f=x > f@=1 T
f)=x* > fx)=2-x
f)=x* > fx)=4-x3

fE)=x" D> fl)=n-x"1 oo fir belichige (mecasive

und Briiche) Exponenten!

Mit dieser Regel kdnnen wir nun Potenzfunktionen und Wurzeln ableiten:

(23 + 22 —x +1) = 32° + 42 — 1
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14.3 Ableitungsregeln
Kettenregel .

Hochschule
Flensburg

. . . . . . . Uni ity of
Das Einsetzen einer Funktion f in eine Funktion g heifit Verkettung: Applied Seiences

ausgezeichnet als:

go f(z) = g(f(z)). ry

Innovative

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Beispiel
Sei f(z) = 2% und g(z) = sinz. Dann ist:

go f(x) = g(f(z)) = sin(z?)

und

fog(z) = flg(z)) = f(sinz) = (sinz)® = sin’z.

Bemerkung:

Im Allgemeinen ist f o g(x) # go f(x)



14. Ableitung — Grundbegriffe
14.3 Ableitungsregeln

Kettenregel

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

(g f)(x) =  gf(=) - [fl2)
\'_"V'_'/

\_.\,.._-/ F,

- . . . Innovative o
aufSere Ableitung innere Ableitung Hochschule

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

. 9 . SRR
1. Sei f(x) = z* und g(x) = sin z. Damit ist: 1. Sortiere die Funktion

von innen nach aullen!
sin@@?) = (g0 f(@) = ¢(f@) f (@) . Lorte von auen mach

— C05($2) .. innen ab!




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Ableitungsregeln
Kettenregel .

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

(go ) (x) =  gf(=) - [fl2)
\.—..,v..—-/

\-_.\,.._-f’ F,

. . . Innovative
aufSere Ableitung innere Ableitung Hochschule

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

2. Sei f(x) =c¢-xund g(x) = e*. Dann ist f'(x) = ¢, ¢'(x) = e und daher

() = (gof@) = ¢(f@)-f@) = D e = c-e.

(€ -
(e")" =
(e7**)" =

(e™) =



14. Ableitung — Grundbegriffe
14.3 Ableitungsregeln

Kombinationen der Ableitungsregeln

Bei der Ableitung werden alle Ableitungsregeln kombiniert.

Beispiele:

1) f(x)=4-x*>—10-x
f(x) = 4-3x% — 10 = 12x% — 10

2) f(x)=(-1)-x*+3-x’
Fl(x)=(=1)-3x2+3-2+ x' = —3x% + 6x

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative o

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Ableitungsregeln

Kombinationen der Ableitungsregeln .I

Hochschule

Flensb
. . . L. U:iltlrsersl.lilt-gof
Bei der Ableitung werden alle Ableitungsregeln kombiniert. Applied Sciences
ausgezeichnet als:
Bemerkung: Manchmal gibt es mehrere Moéglichkeiten die Ableitung zu Innovative o
berechnen.

Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Betrachte f(z) = sin?z = (sinx)*:
Mit der Kettenregel ergibt sich: f'(z) = 2-sinz - cosz.
Mit der Produktregel ist

(f(z)) = (sinz-sinx)’

= COST-SINT +sInT-Ccose

— 2-.8Inx-COSI.




14.3 Ableitungsregeln )
Wichtige Ableitungen noch mal fiir Ubung

14. Ableitung — Grundbegriffe

f(z) f'(x) Beschreibung

c 0 Ableitung von Konstanten ist 0

" na! 2.B. (z°) = 5z*

e’ e’ die einzige Funktion, fiir die das gilt
sin(x) cos(x)

cos(x) —sin(z) | sin(x) und cos(x) "drehen sich im Kreis”
In(x) i—

arctan(z) H—lsg

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14.3 Ableitungsregeln
Ableitungsregeln - Aufgaben

(sin(x)e®)" = cos(x)e” + sin(x)e”

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Fy

Innovative

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

tan(z)) = (220}

cos(x) f(z) I'(w)
5 9 ¢ 0

cos”(x) + stn”(x =1
_ ( ) . ( ) — . =14+ tELIl2 (ZE) x T
cos?(x) cos?(x) o -

. 5 .5 ) sin(x) cos(x)

(e (x))’ = " @55in(z) cos(x) cos(z) | —sin(a)

In(x) %

Von innen nach aufien zuordnen, von auffen nach innen ableiten! arctan(z) | -
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14.3 Ableitungsregeln

Mehrfache Ableitungen .I
Hochschule
Flensburg
. . University of
Man kann Funktionen auch mehrmals ableiten. Applied Sciences

:l'
f!.-' — (f!))‘ U.Ild fo — (fﬂ)f‘

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Zu f(r) = xtist

fi(x) = 4z°,
f'(z) = 4-3-2° = 122° und
f(x) = 12-22 = 24x.

Andere Schreibweisen fiir die zweite Ableitung f"':

& Iy
da?”’  da?’
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14.3 Ableitungsregeln
Mehrfache Ableitungen

Hochschule
Flensburg

Univgrsity F'f
BElSplEl: f(fL') = IS Applied Sciences

ausgezeichnet als:

y=f"(2) )

Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Bewegung bei konstanter Beschleunigung

5000 ~

. Hochschule
. . S (t) 4000 _/ PIE_nsbu_rg
Weg als Funktion der Zeit University of
T 000 ~ Applied Sciences
Weg wdchst mit zweiter Potenz der Zeit S(t) = la 2 [m] g oo, ./_/' ausgezelcne s
2 = -~ ry
1000 ’{Inngvagi\;e
""""" ochschule
0 = ./T ...... T T T T T Eine gemeinsame Initiative
0 5 10 15 20 25 30 von Bund und Landern
Geschwindigkeit ist Ableitung des Wegs nach . a0 zeitt[s] /
der ZEIt v(t) — S(t) E 250 - /./_/
= 2004 -
Geschwindigkeit wachst proportional zur Zeit 2 0] s
& Prop () =a-t [m/s] g
'S 100+ s
® 504 -~
Beschleunigung ist Ableitung der Geschwindigkeit O
nach der Zeit Zeitt[s]
. a(t) = v(t . us
Im Intervall t konstante Beschleunigung A (©) Nﬁ 110
U - 10,5
. . . . . . — © '
Die Beschleunigung ist ein Quotient. Zahler: a = A_t 2 100
Anderung der Geschwindigkeit, Nenner: Zeit 2 o9
wihrend der Anderung = ZZ
2 B 85
a [m/s?] g ol

Die zweite Ableitung des Weges nach der Zeit

T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Zeit t [s]
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14.4 Anwendungen

Steigen und Fallen von Funktion

Seien x1,x9 € D und x7 < x9. Eine Funktion f: D — R heift

monoton steigend wenn  f(x1) < f(xz)
streng monoton steigend wenn  f(z) < f(z2)
monoton fallend wenn  f(x1) = fluxg)
streng monoton fallend wenn  f(xy) > f(x2)
y y
", f(x) f{x) Streng monoton
*2 ]

b) ! fallende Funktion

Streng monoton
steigende Funktion

(1)

®1 %2 i ; ' X,
*1 o

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
Iy

Innovative o

Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14.4 Anwendungen

Steigen und Fallen von Funktion

Mittels der Ableitung bestimmen wir die Steigung einer Tangente an eine
Funktion.

Das Vorzeichen der Tangentensteigung zeigt, ob die Funktion fallt, steigt
oder auf gleichem Niveau bleibt.

Streng monoton Streng
~ steigende y monoton
i Funktion fallende
i Funktion

Tangente in P " : Tangentein P,

xn xn

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14.4 Anwendungen

Steigen und Fallen von Funktion

Hochschul
Tangenten- Flensburg
. . University of
Ta ngentenstelgu ng negatlv Steigung Applied Sciences
9 Ableitu ngSfunktion negativ pOSitiv ausgezeichnet als:
[
. ey L Innovative o
Tangentensteigung positiv Tangenten | £(x) Hochschule
- Ableitungsfunktion positiv stelgu.ng o S g ers
negativ
¥
f(x)
Fiir die Ableitungen gilt

f'(a) >0 = f streng monoton wachsend in einer Umgebung von a
f'(a) =0 = f weder steigend noch fallend in a

f'(a) <0 = f streng monoton fallend in einer Umgebung von a
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14.4 Anwendungen

Konkav und Konvex

L

4 Sklavist
konkav

Rex ist
konvex

konkav, rechtsgekriimimt

konvex, linksgekriimmt

Rechts bzw. links bezieht sich darauf,
in welche Richtung man lenken
musste, wenn man in Richtung der
x-Achse auf der Kurve entlangfiihre.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14.4 Anwendungen

Konkav und Konvex .I

Hochschule
Flensburg
¥4 University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
konlenv. rechtsgeloriimmt

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

konves, lnksgelkrino

;i .

Definition: Konkav und Konvex

Sei [ : (a.b) — R eine differenzierbare Funktion.

@ [ heiBt| konkav (rechtsgekriimmt)
(a,b) monoton fallend ist.

auf (a,b) genau dann, wenn /7 auf - Zweite Ableitung ist negativ

o [ heiBt|konvex (linksgekriimmt)
monoton steigend ist.

auf (a,b) genau dann, wenn f* auf (a, ) - Zweite Ableitung ist positiv
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14.4 Anwendungen

Konkav und Konvex

Hochschule
Flensburg
= . . Univgrsity Fuf
Krimmung und zweite Ableitung Applied Sciences
Ist f: (a,b) — R zweimal differenzierbar, dann gilt fiir alle € (a, b): ausgzeenetls -
InnovativeJ
@ Hochschule
(i) fist konkav auf (a,b) <  f“(x) <0

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

(i) fist konvex auf (a,b) <  f"(x) =0 @

koukay, rechitsgekriimnt
Beispiele

@ Die Funktion f mit f{x) = —x? ist konkav.

@ Die Funktion ¢ mit g(x) = 22 ist konvex.

komvex, linksgekritmmt
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14.4 Anwendungen

Extremwerte einer Funktion

Hochschule
Flensburg
L " " - - . . . University of
Definition (Minimum und Maximum einer Funktion) Sei f eine Funk- Applied Sciences
tion mit dem Definitionsbereich D. Dann heifit 0. Mazimum von f, wenn ssgereichnet i
| v} Hodhpunkt | || | | Sattclpunkt I . Fy
b ‘ foG Py Sattelp nnovative o
re D f(.’l:) i f(:lf-mam) K Ad‘f""ﬁ LN ’:OCh_SChLI’lft_
£ N EEERRC= = 4 5 | Eine gemerseme Itaive
.. . IETEETFEEIR I
Enstprechend definiert man das Minimum %, durch 8 e i R |
Yy 4 M | b LLM B Sl - 4 L e af l
N FriaIqls
| || l
Globale Extremstellen v flz) = f(zmin) : | 4 28 |
S Rt Lrman + =
reD _qﬂj‘*L 3._7_4____)_5 5‘
RESEESEEEEEEEEN
Lokale Extremstellen = In einem Streifen

Extremstellen = waagerechte Tangente!



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Lokales oder Relatives Extremum

Hat eine Funktion an einer Stelle x5 ein lokales Maximum oder ein lokales

Minimum, so ist an dieser Stelle die Steigung der Funktion und die erste
Ableitung gleich Null

[(@o) =0

4 flxl

fileg =10

() Wenn f(xg) = 0 ist, muss die
Plans) =0 Funktion an der Stelle ¢ weder ein
' ~ = lokales Minimum noch ein lokales
Maximum besitzen.

i R

Achtung! Die Umkehrung gilt nicht:

Hochschule
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University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Erste hinreichende Bedingung flir Extremwerte

Hochschule
Flensb
x, Lokales N, University of
. . . . . . . Applied Sci
Maximum |8 ‘ Ist eine Funktion f in x, zweimal differenzierbar und es ppied meiences
| ' gilt f'(xy) = 0, ist weiter: ry
] ‘ " . . ) . Innovative o
*  f"(x9) <0,dann liegtin x, ein lokales Maximum Hochschule
EEI;EE? o VOr. S gomaincans e
. Albleitung £'(x) | o . .
*  f"(x9) > 0, dann liegt in x, ein lokales Minimum
VOr.

7]

[

Nullstelle

]

von f'(xo)

21

I
[ RN
| l .

Pau




14.4 Anwendungen

Zweite Hinreichende Bedingung flir Extremwerte

14. Ableitung — Grundbegriffe

Lokales Maximum =
Tangente parallel zu x-

Achse, d.h. Steigung gleich
Null

Ableitung gleich Null und
Steigung wechselt das
Vorzeichen von + zu -

Lokales Minimum—>
Tangente parallel zu x-
Achse, d.h. Steigung gleich
Null

Ableitung gleich Null und
Steigung wechselt das
Vorzeichen von - zu +

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Zweite Hinreichende Bedingung flir Extremwerte

Sei f an der Stelle xy und in einer Umgebung von x, differenzierbar.

Wenn f'(x,) = 0ist und f’ an der Stelle x, einen Vorzeichenwechsel von ,+“ nach ,-“ hat,
dann ist x, lokales Maximum.

Wenn f ' (x,) = Oist und f' an der Stelle x, einen Vorzeichenwechsel von ,-“ nach ,+“ hat,
dann ist x, lokales Minimum.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!
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Eine gemeinsame Initiative
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Lokales oder Relatives Extremum

Beispiele

1. Die Funktion f = x* hat die Ableitung f'(x) = 322,

also insbesondere f'(0) = 0, 0 ist aber keine Extremstelle von f.

2. f(x) = z* hat in 2o = 0 eine Minimalstelle, es ist f'(z) = 423,
f(x) = 1222, also f"(0) = 0.

fi(x) = 472 hat in 0 einen Vorzeichenwechsel von L=z, 4

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Extremwertaufgaben

Losungsverfahren fiir Extremwertaufgaben

Von einer zweimal differenzierbaren Funktion f(z) Bt sich der groBte (bzw. der
kleinste) Wert in einem vorgegebenen Intervall (a,b) wie folgt bestimmen:

@ Berechnung der im Innern des Intervalls (a, b) liegenden relativen Maxima
(oder Minima)

@ Der Vergleich dieser Werte mit den Funktionswerten in den Randpunkten des

Intervalls ergibt den gesuchten gréBten (oder kleinsten) Wert der Funktion
f(x) im Intervall (a,b).
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University of
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen
Wendepunkt / Sattelpunkt

Hochschule

Flensburg
University of
A
f(z)

Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Wendepunkt

Innovative o
Hochschule
(Sattelpunkt)

Wendetangente

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Wendestelle
Wendestelle (Sattelstelle)

iy x

konvex konkav konvex



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Wendepunkt / Sattelpunkt

/
e ;/ f Steigung der Tangente wird vorher immer
f/ \\ , / kleiner
/ AN - Wendepunkt, d.h. die Steigung der
,/ , — V4 Tangente minimal
/
f
N ’ /
/
\ » ff, Die 1. Ableitungsfunktion hat Minimum,
—> die 2. Ableitung ist an der Stelle gleich
\ . Null
\ ;’I
\ /

Hochschule
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University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen
Wendepunkt / Sattelpunkt

Hochschule

Flensburg
University of
@ Hinreichende Bedingungen fiir einen Wendepunkt:

Applied Sciences

Ist f: (a,b) — R genigend oft differenzierbar (mindestens dreimal),

ausgezeichnet als:

~
rw € (a.b), so hat f in zw einen Wendepunkt wenn ,ﬂ'},’gg!fﬁ:,‘f:"
J(xzw) =0 und [ (zw)#0

@ Wendepunkte mit waagerechter Wendetangente, d.h.

f'zw) =0
heiBen Sattelpunkte.

z.B.xo = 0 bei f(x) = x3 ; ‘



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Kurvendiskussion - Eigenschaften

Hochschule

Flensb
. T . ey . . U:iI\‘rsersl.lilt-frof
1.  Den maximal moglichen Definitionsbereich bestimmen; Applied Sciences
2. Die Nullstellen und den Schnittpunkt mit der y-Achse angeben; susseicnet -
e |
. Innovative
3.  Symmetrieverhalten fnnovative o
*  Achsensymmetrisch f(—x) = f(x) o gL

*  Punktsymmetrisch f(—x) = —f(x)
Extremstellen
Wendestellen

Krimmungsverhalten

N o Uk

Grenzwerte der Funktion um die Definitionsliicken und fir plus/minus Unendlichkeit oder an
den Definitionsbereich-Grenzen ausrechnen

Wertebereich von f(x).

Skizze des Funktionsgraphen

o



14. Ableitung — Grundbegriffe
14.4 Anwendungen

Kurvendiskussion - Beispiel

Hochschule
Flensburg
o . University of
Wir diskutieren die Funktion f(z) = =% i. Untersuchung auf Symmetrien Applied Sciences
Die Funktion enthdlt nur gerade Potenzen von x, ist daher gerade.
ausgezeichnet als:
2. Bestimmung des Definitions- und Wertebereichs »
Die Funktionen x® und ¢ sind fir alle reellen Zahlen definiert. Darauns folgt Innovative
fiir den Definitionsbereich D = R, Die Bestimmung des Wertebereiches stellen Hochschule
-wf:r‘ zunﬁfhgﬁ 3urﬁck_ Eine gemeinsame Initiative

von Bund und Léndern

3. Bestimmung Nullstellen und y-Achsenabschnitt
Die Lrponenticlfunkiion hal keine Nullslellen, somil hal auch [(x) keine.

Fl0)=¢" = 1.
5. Asymptoten 4. Auffinden von Unstetigkeiten
Es gilt Beide Funktionen sind im Definitionsbereich stetig. Also st anch f(a) stetig.
' 2 o2
lim e = lim ¢ 7 =0

Daher ist die x-Achse sowohl fiir ¥ — —oc als auch fiir v — oo die Asympiote.

fi. Auffinden der Extremwerte, Steigen bzw. Fallen Wir berechnen die
ersten drer Ablettungen.

flz) = F
Fl@) = —ac7

2

fx) = {_1_'_:52}6_%
@) = Be-at)e ¥




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.4 Anwendungen

Kurvendiskussion - Beispiel

Hochschule
Flensburg
ol

Wir diskutieren die Funktion f(z) = e—% || Wir suchen die Nullstelle(n) der ersten Ableitung. Da die Exponentialfunktion K;‘j;;f;ﬁ“siﬁfmes
keine Nullstellen hat, gilt

ausgezeichnet als:

Pl Y — e e [ o
fxo) =0 & —29 =05 20 =0 Innovative H
fag) =—e" <0 Hochschule

Einsetzen in die zweite Ablettung liefert

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Also liegt dort ein Mactmum vor, Der Funktionswert dort betrdgt 1. Darnil
steht auwch der Wertebereich W =]0.1] fest.

8. Funktionsbild
Weiter gilt nktionsbi

flx) =0 fir ze]0, x|
Sx) =0 fir x€]—o,0

7. Untersuchung des Kriimmungsverhaltens (konvex, konkav, Wende-
punkte)

Fiir die Nullstellen der zweiten Ableitung gilt

flaw) =022 - 1=0sxy = £1

Da f"(£1) # 0 sind dieses Wendepunkte. Fiir die Vorzeichen der zweiten I «
Ableitung gilt

Fx) =0 fir @] — o0, 1]
ffle)y <0 fir we]—1,1]
My =0 fir x|l
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15. Integral — Grundbegriffe

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

!

Innovative
Hochschule o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Einfihrung

e Grundvorstellungen der Integralrechnung:

Hochschule

Flensburg
University of
. . Applied Sci
* Berechnung von Flachen- oder allgemeiner VolumenmaRen ppedseiences
* Integrieren als Umkehrabbildung des Differenzierens Iy
Innovative o
. e ey . . . Hochschule
* Beide Definitionen sind gleichwertig.

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Der erste Sachverhalt wird durch die ”Riemann’schen Summen” reprasentiert.

Der Zweite durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.



15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral

Stammfunktion .
 Die Aufgabe der Differentialrechnung: Fenabarg
University of
. . . . / / . Applied Sciences
Von einer Funktion y = f(x) die Ableitung y' = f'(x) zu ermitteln; |
* Die Aufgabe der Integralrechnung: nnovativ Y
Hochschule
Zu einer Ableitungsfunktion f(x) = F'(x) die urspriingliche Stammfunktion F (x) zu finden. b it

 Die einfachsten Falle sieht man sofort:

F'(x) gegeben F(x) gesucht

ex
2x

sinx + cos x
1

X
a




15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion .

 Die Aufgabe der Differentialrechnung: Fenabarg

University of
Applied Sciences

Von einer Funktion y = f(x) die Ableitung y' = f'(x) zu ermitteln;

ausgezeichnet als:

* Die Aufgabe der Integralrechnung: Innovative' of
Hochschule
Zu einer Ableitungsfunktion f(x) = F'(x) die urspriingliche Stammfunktion F(x) zu finden. e

 Die einfachsten Fallt sieht man sofort:

F'(x) gegeben F(x) gesucht

e* e*

2x x? Ist F(x) gefunden, dann ist F(x) + C auch eine
Stammfunktion, denn die Ableitung einer
Konstante ist gleich Null: (F(x) + C)' = F'(x)

sinx +cosx |—cosx + sinx

1 In |x|
X
a

ax




15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral

Stammfunktion

Die Funktion F(x), deren Ableitung f (x) ist, nennen wir Stammfunktion zu f.

Die Stammfunktion einer Funktion f(x) schreibt man auch

F(az):/f(as)dx

Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man unbestimmtes Integral.

Jede Stammfunktion ist bis auf eine Konstante eindeutig. Denn es gilt:

(F(a)+C) = F'(2) + C' = f(z) +0 = F/(x)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ o
Innovative of
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Stammfunktion - Beispiel

f(x) = 2x ist linear
Gesucht: alle F(x) mit der Eigenschaft F'(x) = 2x bzw.

F(x) =ijdx

Dies sind quadratische Funktionen:
F(x)=x*+C

Geometrisch bedeutet es eine Kurvenschar von

Normalparabeln, die entlang der y-Achse um C verschoben
sind.

Hochschule
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University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale

. . . Hochschul
 Die Menge aller unbestimmten Integrale f(x) F(x) Flonsburg
. University of
der Funkt|0n f(X): 1 _ Applied Sciences
: L
xF T P vorausgesetzt p # —1 -
P ausgezeichnet als:
% 1 4% fiirjedesa > 0, a # 1 Innovative'.J
f(ﬂ?) dr = F(II}') + C a Ina urjedes: ’ I-.Ioch.schul.(_e_
e .‘_ e -\. von Bgund und Landern
f(xz) = “Integrand” 1 In | x|
X
N : ., sin X — COS X
C' = "Integrationskonstante ‘
COS X Sy
1 ——
* Angabe des Integrals ohne konkrete S k2
Integrationsgrenzen. 1 .
———— arcsin x
: V1 —x2
* Grundintegrale kann man erraten, sollte aber 1
; 1 . arctan x
auswendig lernen! 1+ 2




15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale l
Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
/f(m) da': — F(:I:) —l_ C ausgezeichnet als:
I ti .
nnovative
Hochschule ol
/ Odor =C /1 de =x+ C
Tl 1
" dr = +C, |n# -1 —dr =In(z)+C, | n=—1
n—+ 1 T
{I.'T
a'dr=—4+C,a>0unda#1 cdr=¢"+C
. Ina _
/ sinzdr = —cosx +C / coszdr =sinx +C




15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral
Grundintegrale - Formelkartchen

Hochschule

Flensburg

University of
Applied Sciences

f(z) F(x) f(z) F(x)

. Fy

Hochseule

e’ e’ + O S %n(.:{:) —COS (T) +C S gomaincans e

cos(x) sin(z) + C sinh(x) | cosh(z)+ C

cosh(x) | sinh(z)+C ™ 1:11 + C fiir n # —1

1 In(: 1 re

= n(x)+ C o arctan(z) + C

(56:’52‘162 In(\/(z —a)2+b%)+C (mma%2+bg £ arctan(2:2) + C




15. Integral — Grundbegriffe

15.1 Unbestimmtes Integral

Grundintegrale - Beispiele .
Bestimmen Sie alle Stammfunktionen der folgenden Funktionen: Floneoang
University of
5 j Applied Sciences
a) x°dx (x) F(x)
f f . ausgezeichnet als:
1 ; ry
1 xf — x"*1 yorausgesetzt p £ —1 Innovative
b) x—1 dx p-1 e P 7 Hochschule o
, 1 . | e T e
at — " fiirjedesa > 0, a # 1
1 d Ina
C) > X ot ot
1
1 - In|x|
d) — dx £
x SN X —Cos X
1 COS X sin x
e) —dx
X 1
5 tan x
CO5- X
1
— 1 .
f) j3 = dx arcsin x
1 —x2
1 .1 arctan x
g) j —dx 1-+x2 '
COS“ X




15. Integral — Grundbegriffe

15.2 Rechenregeln
Uberblick

1. Faktorregel: Ein konstanter Faktor & darf vor das Integral gezogen werden.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences
/k " .f (:E} de =k - /f (T\,] da ausgezeichnet als:
i
Innovative o
Hochschule
2. Summenregel: Eine Summe von Funktionen darf summandenweise integriert werden. Eine gemeinsame Inftiative
von Bund und Landern
[f@2g@ar= [ f@)drtg@a

3. Partielle Integration: Die partielle Integration kann verwendet werden, wenn man ein Produkt

zweier Funktionen integriert. Sie leitet sich aus der Produktregel der Differentialrechnung her.

Beispiel:

1 5
f(x4—5x3—1)dx=jx4dx—5]x3dx—jdx=§x5—1x4—x+c



15. Integral — Grundbegriffe

15.2 Rechenregeln

Produktregel - Partielle Integration

Suche die Stammfunktion

L

AN

]F-gdx=F-G— f-Gdx

Leite den Faktor ab

Beispiel:
j x3Inxdx =

1 1 1
—Inx-[=x%)—= | —=x%.—
nx <4x> f4x xdx

1

mitF'=/fundG =g

Partielle Integration:

1
F=Inx=>F =f=-

) x
g=x3=G=-x*
1 4

1 1
=—x4~lnx——jx3dx=—x4lnx——x4+C

4 4 4

_ 1 4(41 D +C
—163(,' nx

16

Hochschule
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University of
Applied Sciences
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral

Flachenbestimmung — Das bestimmte Integral .

. . . . . . . Hochschul
« Die Integralrechnung ist urspriinglich geometrisch motiviert “Untersumme” "Obersumme” Flonsburg
(wie viele andere Probleme aus der Analysis)

University of

=
=

4 Applied Sciences
* Ni&herungen fiir den Flacheninhalt zwischen einem y=J(z) y=f2) —F ——
Funktionsgraphen und der x-Achse zwischen den senkrechten Innovative'..,
Geraden durch (a|0) und (x]|0) mit Hilfe der: Hochschule
“ 3 i A = Un(2) A 5 Onf(@) e
* ,Untersumme” — der Flacheninhalt unter dem Graphen von f(x)

=Y

* ,Obersumme” — der Flacheninhalt liber dem Graphen von f(x) a b a a b

Un(z) < Ay (fl2)) < Oulx)
* Integral als Summe infinitesimal kleiner Unterteilungen von [a, b]:

Bestimmtes Integral von f(x) in den Grenzen von x = a bis x = b: ¥

Riemann'sche
Summen

n b
A=1=1im0,(x) = limU,(x) = lim Z f(ki)Ax;y = ff(x) dx
n—>0o n—->0o n—->0o
k=1 a

* Die Funktion f(x) heif3t Integrand, a und b heillen untere bzw. obere
Integrationsgrenze




15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Flachenbestimmung — Integrierbarkeit .

. . . . . . .. Hochschul
* Eine Funktion istin [a, b] nur dann integrierbar, wenn sie in [a, b] Flensburg
. . University of
beschrankt ist Applied Sciences
* Jedein [a, b] stetige oder stiickweise stetige Funktion mit endlich ausgezeichnet al:
vielen Sprungstellen ist integrierbar Innovat,-ve""

. . . . . Hochschule
* Ist eine Funktion im Intervall [a, b] negativ, d.h. f(x) < O firalle

x € [a,b], so ist auch das bestimmte Integral negativ:

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

b
_ Beschriinkt: Kurve in einem zur
I'= J fl)dx <0 x-Achse parallelen Streifen
a

* Das bestimmte Integral ist somit vorzeichenbehaftet, d.h. die
Flachenanteile unterhalb der x-Achse werden als negativ gezahlt. 4 £

1
e\ A




15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Flachenbestimmung — Das bestimmte Integral

Hochschule

Beispiel: Wir berechnen Flensburg
University of

Applied Sciences

1
j de ausgezeichnet als: '
0 Innovative J
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
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Die Funktion ist stetig. Deshalb kann man bei der Wahl der
Parameter fir die Riemann’sche Summe recht grol3zligig sein.

Wir teilen Intervall [0,1] in n gleiche Abschnitte. Wir definieren
far einen beliebigen Punkt der Aufteilung x; = %-k

Damit ist die Lange einer Aufteilung des Intervalls: Ax;, = 1—11

i ( )A i L k 1 1 Y k 1 n(n + 1) 1 1 + 1 Gaulsche Summenformel:

= — = . — - B
f(xp)Axy n_n? 2 5 > ” 1+2+3+4+ =

) = et Z n(n + 1) n? +n
N 2

N |-

Wir lassen nunn — co und es gilt F = lim = (1 + ) =

n—>co

Dieses Ergebnis ist offensichtlich richtig.
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15.3 Bestimmtes Integral
Hauptsatz der Integralrechnung

Sei [a, b] R ein abgeschlossenes Intervall und f: [a, b] = R eine stetige Funktion. Dann ist
b
/ flx)dx = F(b) — F(a)

das bestimmte Integral von f(x) im Intervall [a, b]

Berechnung eines bestimmten Integrals f(ff(x) dx:

1) Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zum Integranden f(x)

2) Berechnung der Werte F(a) und F(b) an den Integrationsgrenzen a und b
3) Berechnung der Differenz F(b) — F(a)

Dann gilt:

b
[ Feoax=r | =1F65 = F®) - F@

a

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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15. Integral — Grundbegriffe

15.3 Bestimmtes Integral
Eigenschaften

Zerlegung des Integrationsintervalls in Teilintervalle:
Fiir jede Stelle ¢ aus dem Integrationsintervall a < ¢ < b gilt:

/hf(a:}da: = /Ef{;r)d;r+jf{a?]d:ﬂ

Vertauschung der Integrationsgrenzen:

Vertauschen der beiden Integrationsgrenzen bewirkt einen Vorzeichenwechsel des Integrals:

b a
ﬂ/f(:c}dn:z—!f{;r)d;r

Fiir @ = b ist der Integralwert gleich Null: /f(:c} dr =0
L

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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15.3 Bestimmtes Integral

Hauptsatz der Integralrechnung - Aufgaben

Berechnen Sie:

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ ol

Innovative
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Eine gemeinsame Initiative
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