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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Grundbegriffe .
. . . Hochschule
= Wir betrachten nur reellwertige Funktionen Flensburg
University of
. . . . Applied Scien
= Wichtige Eigenschaften einer Kurve: PRI
= Stetigkeit: Kann eine Funktion in einem Zuge gezeichnet werden? Iy
Inngvalfnl/e o
= |Differenzierbarkeit - Glattheit und Steigungsverhalten einer Funktion Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Stetigkeit

Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt c:
Eine Funktion f heil3t stetig in einem Punkt ¢, wenn

*  fin cdefiniert ist und

e der Grenzwert lim f(x) existiert und
X—C

¢ stimmt mit dem Funktionswert Uberein: lim f(x) = f(c)
X—C

Einseitige Stetigkeit:

linksseitig stetige Funktion in ¢, wenn gilt: lim f(x) = f(c)
X—>C—

rechtsseitig stetige Funktion in c, wenn gilt: lin]r f(x) = f(c)
X—C

Stetigkeit in einem Intervall:

Eine Funktion f heil3t stetig in einem offenen Intervall (a, b), wenn sie fiir alle Punkte x € (a, b) stetig ist.
An den Randern des Intervalls kann man lediglich einseitige Stetigkeit untersuchen.
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Stetigkeit I
‘L H]och;chule
l'-'e.ns urg
A Apphed Sciences
I ti .
Hochschule
.
| -
c : I g
C c
f(x)ist an der An der Stelle ¢ Der Grenzwert
Stelle ¢ nicht existiert nur stimmt nicht mit
definiert = nicht linksseitiger dem Funktionswert
stetig Grenzwert 2 f(x) ist tiberein
linksseitig stetig lim f(x) #f(c) 2
X—C
nicht stetig

https://matheguru.com/allgemein/stetigkeit-von-funktionen.html



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Momentane Geschwindigkeit

Ein Auto fahrt an einem bestimmten Zeitpunkt los und fahrt geradeaus. Avinm _ Eﬂﬁﬂgle
. . Y w - 'Zg;t_ +unlebion University of
e zum Zeitpunkt t,: zurickgelegter Weg y, Meter; ('3 Applied Sciences
* zum Zeitpunkt ¢: zuriickgelegter Weg (vom Punkt y, aus) y Meter. 3‘ f) f . S -
| I
= i i -Zejt- 1 | | Innovative
y = f(t) ist eine Weg-Zeit-Funktion. | / :A? | AR AL
. . . — _ = (t ° | ! Eine gemeinsame Initiative
Zeit von t, bis t: At =t — t, o f(ee) SCCEE |
In der Zeit At =t — t, zurlckgelegte Strecke: Ay = f(t) — f(ty) . | '
| | |
Die Durchschnittsgeschwindigkeit v, ;. ,Weg durch Zeit “ : : t in:s
I [ |
by _ ()= f(to) I

v = =
fol ™ At t—t,



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Momentane Geschwindigkeit .

Hochschule

Ein Auto fahrt an einem bestimmten Zeitpunkt los und fahrt geradeaus.

| .. PN Zal - Fanbbon Grerao

e zum Zeitpunkt t,: zurickgelegter Weg y, Meter; ('3 Applied Sciences
* zum Zeitpunkt t: zurlickgelegter Weg (vom Punkt y, aus) y Meter. 3‘ f(¥) ' £ : ausgeseihnet ls: .
y = f(t) ist eine Weg-Zeit-Funktion. | / EA? E E{Z,’ZEZSJL‘,’S od
Zeitvon ty bist: At =t —t, Jo f (€0) A ! S gemaran s
In der Zeit At =t — t, zurlickgelegte Strecke: Ay = f(t) — f(ty) E i E
Die Durchschnittsgeschwindigkeit v, ., Weg durch Zeit “ : na inis

By _f(®) = f(ty) b

[

v = =
fol ™ At t—t,

Je dichter t an ¢, heranruckt, desto ndher kommt der Wert v; . der Momentangeschwindigkeit v, , also der
Geschwindigkeit auf dem Tacho (Grenzwertiibergang):

- f(t)
1m

Dies ist die Ableitung von der Funktion f(t) an der Stelle t,:

O GRS (CY




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Momentane Geschwindigkeit .

Hochschule

Ein Auto fahrt an einem bestimmten Zeitpunkt los und fahrt geradeaus.

, ,, PYImm e - Fenbbon Grneregof

e zum Zeitpunkt t,: zurickgelegter Weg y, Meter; ('3 Applied Sciences
« zum Zeitpunkt t: zuriickgelegter Weg (vom Punkt y, aus) y Meter. ] £ ' f : susgesechne s -
y = f(t) ist eine Weg-Zeit-Funktion. | / EA? E E:Z’Zﬁé’é’ffb‘iﬁ od
Zeitvon ty bist: At =t —t, Jo f (€0) A ! S gemaran s
In der Zeit At =t — t, zurlickgelegte Strecke: Ay = f(t) — f(ty) E i E
Die Durchschnittsgeschwindigkeit v, .., Weg durch Zeit E E { inis

: ] A . , . Ly

ey o

Je dichter t an ¢, heranruckt, desto ndher kommt der Wert v; . der Momentangeschwindigkeit v, , also der
Geschwindigkeit auf dem Tacho (Grenzwertiibergang):

Differential — lim f(@) = f(to)
-quotient O toty t—t

Dies ist die Ableitung von der Funktion f(t) an der Stelle t,:

PO (G ()

t—ty t — tO 8




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung

Tangentenproblem

Steigung einer Geraden?

Hochschule
Flensburg
v Univgrsity F'f
- Steigungsdreieck A Applied Sciences
ausgezeichnet als:
I e,
_ nnovative
y2—y1 A, 4
fana = m = =
X, —x1 Ax

Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Steigung einer Kurve? ...




14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung

Tangentenproblem

Steigung einer Kurve? ...

v Hochschule
. Flensburg
Sekante University of
Tangente Q Applied Sciences
Steigung der Sekante PQ = m, mittlere s
. . To x f Funktionsgraph
Steigung des Kurvenstlickes PQ: I e
nnovative ‘
Hochschule
Ay Eine gemeinsame Initiative
, P von Bund und Landern
Ay flwo + Ax) — flan) ‘
Acr A ftea) - .
/ Ax
/{ Ty rp + Ax -

10



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung

Tangentenproblem

Steigung einer Kurve? ...

Hochschule
Flensburg
Selsante Univgrsity pf
Tangente Q Applied Sciences
Steigung der Sekante PQ = m  mittlere P — i
. . o z 3 nktionsgrap
Steigung des Kurvenstiickes PQ: I L
nnovative o
Hochschule
Ay Eine gemeinsame Initiative
, P von Bund und Landern
Ay _ flag + Ax) — flxg) - mS ,
A AV o - -
/ Ar
. /{ T .‘Eo-liA.'E -
Steigung der Tangente?

Wir halten den Punkt Q fest und lassen Q immer naher an P heranricken, so dreht sich die Sekante PQ
um P und nadhert sich einer Grenzgeraden t, der Tangente an f in x

m, =| lim my|= lim f(xg + Ax) — f(x0) —  lim fleg+ x —}(ﬁ — f(xo) _lim F(x) = f(xo)

Ax—0 Ax—0 Ax

xX—x¢—0 X — Xy

x=Xo X — X

11



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung

Tangentenproblem

Steigung einer Kurve? ...

Hochschule
Flensburg
Sekante University of
Tangente Q Applied Sciences
Steigung der Sekante PQ = m, mittlere s
. . Ty $ i Funktionsgraph
Steigung des Kurvenstlickes PQ: I e
nnovative o
Hochschule
Ay Eine gemeinsame Initiative
, P von Bund und Léndern
Ay floo+ Ax) — f(xo) ‘
Acr A 5ol - -
/ Ax
/{ Ty IU-IiAJ: -
Steigung der Tangente?

Wir halten den Punkt Q fest und lassen Q immer naher an P heranrticken, so dreht sich die Sekante PQ
um P und nahert sich einer Grenzgeraden t, der Tangente an f in x

[l +Ax) — f(xo) _
m =

m, = limm. = li
E Axs0 5 Ax>0 Ax

’ flxo+x—x0) —f(x0) |, f(x)—f(x0)
im =|lim

x—x0—>0 X — xO

X=X X — Xp

1
Fiir Aa — () geht der Differenzenquotient in den Differentialquotienten oY
liber:

+ Grenzwertbildung
Ay — diy
S el

12



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Differenzierbarkeit

£ s&t'xcl‘f‘ 1" (x,) = lim f(x)=f(x,)

q00$ X—>X, X=X,

Dieser Grenzwert f’(x() heiBt Ableitung von f an der Stelle x.

Die Funktion f heiBt differenzierbar auf (a,b), falls sie in jedem Punkt
xo € (a,b) differenzierbar ist.

Die Ableitung im Punkt x entspricht also gerade der Steigung der Tangente an
den Graphen von f im Punkt (zq, f(zq)).

— Ableiten heiBBt Linearisieren!

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[
Innovative o
Hochschule

||||||||||||||||||||||||
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Differenzierbarkeit

X |

X, ffaﬂbs X0
-x}g@w X< O

. . . . Hochschule
Gegeben ist die Funktion f mit [f (x) = |x| Flensburg
University of
Applied Sciences
N T T 1 | 1 7 Wie verlaufen die Tangenten an der Stelle
) ' " ' X=0? X,o,=09 »
; \ - Jt;y - @ Iﬂnngvaffi\l}e H
s : - - — ochschule
5 | '- _ f(x) - f(xﬂ) _ |x | _| xﬂ |_ Eine gemeinsarq_e Initiative
i m.’i — — . 0 — 0 von Bund und Landern
3 l \.‘ b s — I—In 1: _xn
a \ﬁ f@=xl x
) —> || | — m, = g X
: @ | L/ | - Zh x
| - _ & B
Y D S N S S v x=0H :@x::[] Iime#—=%2=1 /g
- : ‘r| — > || x—0 X o ﬁm ms % 1m m S
-5 ! x=0
. ' _x:x{o X—=>0 K—)(?
| T . X —X
M | :@x{ﬂilmlﬂu:—:- K> 0 KL o
= I =0 X X
- l l x<'|:|'
-q TR R P A % A R oW & W R M e A W Rk W W &
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung

Differenzierbarkeit

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = |x|

]
JONL RN
, \\_ .
) 7

| il
l N AT
P \ //E/Jr(x)=|x| |
: N I .
. |
o e e s e x, x=0
: | x| =
X | -x,x<0
y | .
. I
=& !
-o I |
BT % " ¥ 7 % T oRom e omonom v oA e howow

Wie verlaufen die Tangenten an der Stelle
x=07?

mszf(x)_f(xﬂjz X _|x4}|; X, =0
X —x, P—
_ x|
m,=—
X
—1)x>0: lim=1¥l_*_;
x—0 X X
x>0
—=2)x<0: lim=""1="%—
x—0 X X
x<0

—Es existiert kein Grenzwert an der Stelle x=0

= Es existiert keine Tangente an der Stelle x=0
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Flensburg
University of
Applied Sciences
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Eine gemeinsame Initiative
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Differenzierbarkeit

. . . . Hochschule
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = |x| Flenshurg
Applied Sciences
N I I 4 Wie verlaufen die Tangenten an der Stelle
. by - A Innovative of
s| b P b ',-’ - Hochschule
5 | il . f('x) - f(xﬂ) . |x | _| x'l} |_ . 0 Eine gemeinsame Initiative
. | \ ms fr— T _ 1: = 1: _ 1: . _:\:0 = von Bund und Léndern
N \ /;/'f(x)'=|x'| | X o T
. N i | | - —>m, =—
. x
2| - . x| x
ol _.._{_._._ R x, x=0f —1)x>0: h:rn:u:—zl
i | ‘r| — H x—0 X X
N | —-x,x<0 x>0
> I T ) X —X
N | —2)x<0: lun:u:—:—l
-5 ! x—=0 X X
- l l x<'|:|'
-q TR R P A % A R oW & W R M e A W Rk W W &

Die Funktion f(x) = |x| ist an der
Stelle x = 0 nicht differenzierbar

—Es existiert kein Grenzwert an der Stelle x=0

= Es existiert keine Tangente an der Stelle x=0

16



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Differenzierbarkeit

Hochschule
An welchen Stellen ist der Graph der Funktion ist nicht differenzierbar? Flensburg

University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

I E E w0 T —— " . . . . S— 5 | | . "
: =1 | 5 ' : x) = [x%2 -1 -'l ' — |x2 _ — T 1T Innovative
|- f(x) = lx| e " f( ) j& | .'I " f(x) |x a 1|+ 11 i : i Hochschule ol
’ ] ] } I } 1 , v i I __I_ Sir:]eBgerr‘T(}eir:‘sdall'_r?_eijr:::‘ative
1 . | : o 1 II!‘ ;1; 5 [ !l'.l ! | '
[ ' ' l . ' L ! a r | 'I' .ll I ‘
! s :

= L : A im0 £ (o) - O
{ "“\\/ I. | 1 VL . N
] . I | # a " | I |
4 . |{ 1 J | I ! |
& . 3 - ' '

= | 1. |
: N ] furx =0? | |
a | ! » = . | || |
] ' I off » — 0 | | |
] | : ! ) 3 mS = | |
P | | _ . : Flif ¢ | .!, |
* 17 T J | | 1]
-ﬂ! T EEEEE i -“'! R EEEEEEEE R R §OROT WORLY RSy AP Musis Boweh W F]

firx = 0 firx =1 firx =1
und x = —1 und x = —1

17



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.1 Grundvorstellung
Ableitung

Hochschule
Flensburg
. . University of
D|e StEIgu ng der . Applied Sciences
T te im Punkt Die momentane
an en e Im un N . ausgezeichnet als:
%( £ (x)) Anderungsrate der Funktion f .
X X '
an der Stelle x Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Die Ableitung f “(x)

Die Steigung des

Graphen an der Stelle x Der Grenzwert des

Differenzenquotienten

(Differentialquotient)
Der Grenzwert der
Sekantensteigungen

18



14. Ableitung — Grundbegriffe

()
14.2 Ableitungsfunktion af
Ableitungsfunktion F (u5 rF (5)

e Ableitung f” ist eine Funktion!
» Sie ordnet jedem x genau ein y (Ableitung)
e Wir sprechen von einer Ableitungsfunktion

* Von der Funktion f" kann man erneut die Ableitung bilden
(f”- zweite Ableitung von f, f’- dritte Ableitung, ... f™ — n-te Ableitung)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

19



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion
Ableitungsfunktion

e Ableitung f” ist eine Funktion!
» Sie ordnet jedem x genau ein y (Ableitung)
* Wir sprechen von einer Ableitungsfunktion

* Von der Funktion f" kann man erneut die Ableitung bilden
(f”- zweite Ableitung von f, f’- dritte Ableitung, ... f™ — n-te Ableitung)

e Zusammenstellung wichtiger Grundfunktionen f und ihrer Ableitungen f”:

f(x) mx+b  x* x3 x* c

2|
By

f (x) m 2x  3x? 4x3 0 — —

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
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Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen
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14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen
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14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative
Hochschule 4

1 Eine gemeinsame Initiative
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Hochschule
Flensburg
Univ._ersitypf
Ableitung der trigonometrischen Funktionen Applied Sciences
Die trigonometrischen Funktionen sin, cos und tan sind auf ihrem ry
Definitionsbereich differenzierbar und es gilt: jnnovative o
f(x) =sinz — f'(z) =cosz
flzx)=cosx — f/(x)= —sinzx
/ 1 2
f(z) =tanz — fi(z)=|—F—-=1+tan"x
COs* T

- Ableitungskreis

25



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Hochschule
Flensburg
University of

Ableitungskreis: Applied Sciences

ausgezeichnet als:

& SI n (X) Qﬁ?.g ‘ Innovative' J
&
S

........................

Ableitungs-
-cos(x)  Kreis  COS(X)

73y,
. Ef’a
%e
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14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen

Hlochichule
Flensburg
Univ._ersitypf
Ableitung der e-Funktion und der Logarithmusfunktion Applied Sciences
flz)=¢€¢" — fl(z)=2¢" "
Hochschute
1 ocC
flz)=Inz — fl(z)=— Cpegmene e
T
o
M Q- U @ A bea | X X o a
'z = > a-: e => a -(£ ~ 2
Ableitung beliebiger Exponential- und Logarithmusfunktionen
f(T') — q® = (Elna):r’ — E;:i:-ln a — f’(:l?) —a®-lna
1
xr) =log x — "(x) =
f(z) =log, fla) = ——
o

27



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungen der Grundfunktionen .I

Hochschule
Bemerkungen Flensburg
University of
Applied Sciences

Im Kopf behalten!!!

ausgezeichnet als:
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Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
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arctan(x )’ =

x%+1

T in

COs5 T

— sinx

1—|—ta112:1:=ﬁ :r:;é%—}—k:ﬂykrEZ
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsfunktion

Ableitungskurve — zeichnerisches Ableiten

H]och;chule
Flensburg
University of
Schaubild der Ableitungsfunktion durch zeichnerisches Differenzieren bestimmen Applied Seiences
NT— 2= : 1 Iy
1Y H;d;_\mmkt | | | Satfelpunkt / _ Hochschule
. Wendepurkte | — & " Bestimmen d.er . S g e
11/ . /Tiefpynkt)f f Tangentensteigungen in den
: 1 e { markanten Punkten des
S T £ X
Ll :1 " , 4! 4 & X Graphen.
E | I i = Eintragen der Werte in das
My11 ..... . darunter gezeichnete
v 2 5 19 & ot ol Koordinatensystem als
- Ordinaten.
% ! 1% e = Verbinden der erhaltenen
Punkte durch eine Kurve
1 * ]
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln
Uberblick .

Hochschule
Flensburg

. . . . University of
Mit den folgenden Regeln kann man die Ableitung zusammengesetzter Funktionen Applied Sciences
auf Ableitungen einfacherer Funktionen zurtickfiihren. .

: . : _ : Innovati
Sei (a,b) C R ein Intervall und f, g : (a,b) — R (im Definitionsbereich) Hochschule

........................

differenzierbare Funktionen, und n und a reelle Zahlen. Dann gilt: o 8o i s

Konstante Funktion f(x)=a, f'(z)=0

Faktorregel (a-f(x)) =a- f'(x)

Summenregel (f£9)(x)=f(z)+ g (x)

Produktregel (f -9 (@) = £(2) - 9(x) + f(2) - g/ ()
Quotientenregel (5) (z) = fiz)- g(l;?zm{(m) (@) fir g(z) # 0
Potenzregel flx)=2", f'(z)=na"""!

30



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln

Faktorregel

Hochschule

Flensburg
flo=1x 2 f¥)=1 Applied Seiences
f)y=2x 2 f'x)=2 f)=k-x 2 f'x)=k
f(x) =3-x 2> fr(x) =3 Innovative"

Hochschule
fO)=1-x2 > f¥)=12
fo=2-x2 3 fl)=2-2x=h Fo)=k-x2 D f1(0)=k-2x
f)=3x2 2 f'(x)=3-2x=6x

Allgemein gilt:

f)=k-g(x) 2 f'(x)=k-g'(x)

Der Faktor vor einer Funktion g(x) bleibt folglich beim Ableiten erhalten und wird
einfach vor die Ableitung der Ableitungsfunktion gesetzt.

31



14. Ableitung — Grundbegriffe
14.2 Ableitungsregeln

Summenregel

Bei Summen und Differenzen werden alle Terme einzeln abgeleitet.

Beispiel:
f(x)=x*4+x =2 f(x)=2x+1

Allgemein gilt:

f) =g(x)+h(x) > f(x)=g"(x)+h"(x)

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry

Innovative

........................
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln
Produktregel .
Hochschule
Flensburg
University of
(f . g)' = f’ . g + f . g' Applied Sciences
Fy
Innovative
,Ableiten mal Abschreiben plus Abschreiben mal Ableiten” RSl

lllllllllllllllllllllll

g
{ von Bund und Léndern

(z-Inz) = () -lnz+z-(Inx)
1
1'1 LI
n:r:—l—z’/f

Inz + 1,

|

33



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln

Quotientenregel

Hochschule
Flensburg
Km‘;f;zns};gnces
r \ @ (42— (1+a?)
1+ 22 N (14 z2)? —x* N
N I nnovative of
1-(1+z%)—z-2z A+ X L Ix*% HOChSChUIe
= (1+ 22)2 i (/+xf)2-
1= r?
T I+

—

1\ -+ -2
(1+m2) (14222 (1+22)?

34



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln

Ableitungsregeln fiir Potenzfunktionen

Hochschule

Flensburg
Univn_ersitypf
flx) =x 2> =1 I
f(x) — xz 9 f"(x} — 2 ) I] Innovative'..'
3 r _ 2 Hochschule
f (I ) = X > f (:‘f } =3-x Ere g e
flx) =x* 2> [fx)=4-x°
_ Bemerkung: Die Formel gilt
f(I) =x" -2 fr(x) =n-x""? auch fiir beliebige (negative
und Briiche) Exponenten!
Mit dieser Regel konnen wir nun Potenzfunktionen und Wurzeln ableiten:
A
A

A AL A
(2° +22° —x+1) =32* + 42— 1 (—J%:(x )=-0L-X A ©
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln
Kettenregel .

Hochschule
Flensburg

. . . . . . . Uni ity of
Das Einsetzen einer Funktion f in eine Funktion g heifit Verkettung: Applied Seiences

ausgezeichnet als:

go f(z) = g(f(z)) ry

Innovative

........................

BEiSpiEl von Bund und Léndern
Sei f(z) = 2? und g(z) = sinz. Dann ist:

gof(x) = g(f(z)) = sin(z?)

und

fog(x) = f(9(x)) = f(sinz) = (sinz)? = sin’z.

Bemerkung:

Im Allgemeinen ist f o g(x) # go f(x)
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14. Ableitung — Grundbegriffe
14.2 Ableitungsregeln

Kettenregel I I

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

(go fY(x) = ¢ (f(x) -  fl(z).
\._.v_./

\_.v.—/ ry

.. . . . Innovative o
dufSere Ableitung innere Ableitung Hochschule

........................

1. Sei f(x) = 22 und g(z) = sin z. Damit ist: 1. Sortiere die Funktion
_ 9 von innen nach aufRen!
(5111(33 ))Jr — (g = f(ir))f — gf(f(:r)) : ff(m) 2. Leite von auRen nach
— cos(z?) - 2x. innen ab!
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln

Kettenregel
Hochschule
Flensburg
University of
/ / / Applied Sciences
(go f)(x) = ¢ (f(x) -  [fx) R
. . . Innovat:ve]
aufsere Ableitung innere Ableitung Hochschule
2. Sei f(x) = ¢z und [g@PENEH Dann ist f'(z) = ¢, ¢'(x) = e” und daher I y innre AHJ
. F ; ; ‘o . (&q/ Sww% R COA A
@) = (9o f(@) = ¢(f@) f@) = SO = oo
et
Ourtre M
(e2) = e L pee ep
- Coyx
ey =2 oy = Gt X
U

ey =g (-4
X _X

(e—x)z 6 . (‘ﬂ"‘@ 38



14. Ableitung — Grundbegriffe
14.2 Ableitungsregeln

Kombinationen der Ableitungsregeln

Bei der Ableitung werden alle Ableitungsregeln kombiniert.

Beispiele:

1) f(x)=4-x>—10-x
F'(x) = 4-3x? =10 = 12x2% — 10

2) fx)=(-1)-x>+3-x°
fl(x)=(-1)-3x>+3-2- x' =-3x?+6x

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r

Innovative o

........................
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln

Kombinationen der Ableitungsregeln

Bei der Ableitung werden alle Ableitungsregeln kombiniert.

Bemerkung: Manchmal gibt es mehrere Moglichkeiten die Ableitung zu
berechnen.

Betrachte f(z) = sin?z = (sinx)%:
@ Mit der Kettenregel ergibt sich: f'(z) = 2-sinz - cosz.
@ Mit der Produktregel ist

>
&
'alle

(f(z)) = (sinz-sinx)’
— COoSx-sSinx +sinx -cosx

= 2-sinx-cosT. = ‘hw

E= )%

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r

Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln )
Wichtige Ableitungen noch mal fir Ubung

Hochschule
Flensburg
/ . Univn_ersitypf
f(x) f'(x) Beschreibung Applied Sciences
- Ll '
c 0 Ableitung von Konstanten ist 0 Innovative of
Hochschule
z" nx™ 1 7.B. (m5)" — 5t S gorame it
e’ e’ die einzige Funktion, fiir die das gilt
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(z) | sin(x) und cos(x) "drehen sich im Kreis”
1
In(x) .
1
arctan(x) | 1952
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln
Ableitungsregeln - Aufgaben

c 9

(sin(x)e®)

—_—

Von innen nach auffen zuordnen, von aufSen nach imnen ableiten!

= (hu x)(e‘+ e x - (6*)'; wsx.in /}’My.?'(: 6,((0%X+Bhk)ausgmm.sz

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

Fy
Innovative
Hochschule
Ere g e
f(x) J'(x)
¢ 0
mﬂ. T n—1
ﬂw ﬂi'
sin(a) cos(x)
cos(r) — sin(x)
In(x) a
arctan(x) | 1952
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln
Ableitungsregeln - Aufgaben

(sin(x)e”)’

(tan(z))’ = |

[

[
4 x
%

/
Alw'x - Corx — hnx. (08X

z

= cos(x)e” + sin(x)e”

Cas %«

szx—- ‘hn x [-/}nk.x)

A C@)ZX

N

A

P

cont x

Lost x
Corly

/4
‘hn «
CD/)zx }

Von innen nach auffen zuordnen, von aufSen nach imnen ableiten!

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r

Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bun ani

/{ ‘F"(ﬁmz-n

f(z) ['(x)

¢ 0

ot a1
et e’
sin(a) cos(x)
cos(r) — sin(z)
In(x) a
arctan(x) | 1952
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln

Ableitungsregeln - Aufgaben

/}W\gﬂ = @M )<>

5

(sin(x)e”)’

(tan(x))

= cos(x)e” + sin(x)e”

(

cos®(z) + sin*(x)

sin(x) )

cos(x)

cos?(x)

 cos2(x)

@ Y v
g @y = & i) i

= 1+ tan®(z)

Von innen nach auffen zuordnen, von aufSen nach imnen ableiten!

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Innovative' of
Hochschule
f(z) ['(x)
¢ 0
2 1
et e’
sin(a) cos(x)
cos(x) — sin(x)
In(x) a
arctan(x) | 1952
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln
Ableitungsregeln - Aufgaben

(sin(x)e®)" = cos(z)e” + sin(x)e”

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Iy
,, Hochschule
sin(r A
tan(@))' = (223
cos(x) f(z) ['(w)
0 9 ¢ 0
cos™(x) + stn~(x "
_ ( ) > ( ) — - _ ].-|—t8,112($) x na !
cos?(x) cos?(x) o e
. 5 . 5 ) sin(x) cos(x)
(e (x))' = " @ 55in*(x) cos(x) @) | —sim(@)
In(x) a
Von innen nach auflen zuordnen, von auffen nach innen ableiten! arctan(z) | -
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln
Mehrfache Ableitungen .
Hochschule
Flensburg
. . University of
Man kann Funktionen auch mehrmals ableiten. Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ o
7= (f) und f" = (f"). o

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Zu f(z) = xtist

flx) = 4z°,
f'(x) = 4-3-2* = 12z° und
f(x) = 12-22 = 24azx.

Andere Schreibweisen fiir die zweite Ableitung f'':

& dEf
da?”’  da?’
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.2 Ableitungsregeln
Mehrfache Ableitungen

Beispiel: f(z) = z3

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r

Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Bewegung bei konstanter Beschleunigung

5000 4

. Hochschul
. . S(t) 4000 - _/'/ Plz:ls?mr: )
Weg als Funktion der Zeit University of
T 3000 /_/./ Applied Sciences
Weg wachst mit zweiter Potenz der Zeit 1, o ] e I
s(t) = 5@ t“ [m] g - -
10001 Innovative
------------- Hochschule ol
R R R i
Geschwindigkeit ist Ableitung des Wegs nach (®) = 5(6) 300 Zeit t[s] =
. (% =S @
der Zeit E o~
Z 2004 ,
Geschwindigkeit wachst proportional zur Zeit 2 0 -~
& Prop v(t)=a-t [m/s] S !
'S 100+ e
§ 50. )
Beschleunigung ist Ableitung der Geschwindigkeit O+
nach der Zeit Zeit t [s]
, a(t) = v(t — ue
Im Intervall t konstante Beschleunigung A (t) 2w
v = 105
. . . . . . — © '
Die Beschleunigung ist ein Quotient. Zahler: a = A_t D 100 e
Anderung der Geschwindigkeit, Nenner: Zeit R
wihrend der Anderung = °°
a [m/s?] g
m 8,0

Die zweite Ableitung des Weges nach der Zeit

0 5 10 15 20 25 30
48
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Steigen und Fallen von Funktion

Seien x1, x5 € D und &7 < x9. Eine Funktion f: D — R heiBt

f(x2)

f(x1)

monoton steigend wenn  f(x1) < f(xa)
streng monoton steigend wenn @
monoton fallend wenn  f(x1) = f(xs)
streng monoton fallend wenn  f(x)) > f(xa)
¥
f(x) ) Streng monoton

fallende Funktion

Streng monoton
steigende Funktion

f(x,)

X1

i e o

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r

Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Steigen und Fallen von Funktion

Mittels der Ableitung bestimmen wir die Steigung einer Tangente an eine
Funktion.

Das Vorzeichen der Tangentensteigung zeigt, ob die Funktion fallt, steigt
oder auf gleichem Niveau bleibt.

Streng monoton Streng
~ steigende y monoton
! Funktion fallende
% Funktion

Tangente in P : Tangente in P X,

X0 0

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Steigen und Fallen von Funktion

Hochschul
Tangenten- Flensburg
. . University of
Tangentensteigung negativ steigung Applied Sciences
9 AbIEitungSfunktion negativ positiv ausgezeichnet als:
[ ol
. epe L Innovative o
Tangentensteigung positiv Tangenten | £(x) Hochschule
-> Ableitungsfunktion positiv stelgu.ng Ere g e
negativ
\f
f'(x)
Fiir die Ableitungen gilt

f'(a) >0 = f streng monoton wachsend in einer Umgebung von a
ff(a) =0 = f weder steigend noch fallend in a

f'(a) <0 = f streng monoton fallend in einer Umgebung von a
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Konkav und Konvex

U

4 Sklavist
konkav

Rex ist
konvex

konkav, rechtsgekriimimt

konvex, linksgekriimmt

Rechts bzw. links bezieht sich darauf,
in welche Richtung man lenken
musste, wenn man in Richtung der
x-Achse auf der Kurve entlangfihre.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

52



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Konkav und Konvex .I

Hochschule
Flensburg
¥ g University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:
Lomlaav, vechtsgelriimmt

[ o
Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

komvesg, [nkspekrinnmn

y ..

Definition: Konkav und Konvex

Sei [ : (a.b) — K eine differenzierbare Funktion.

@ [ heiBt|konkav (rechtsgekriimmt)
(@, b) monoton fallend ist.

auf (a,b) genau dann, wenn f' auf - Zweite Ableitung ist negativ

o [ heiBt| konvex (linksgekriimmt)
monoton steigend ist.

auf (a,b) genau dann, wenn J* auf (a, ) —> Zweite Ableitung ist positiv
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Konkav und Konvex

Hochschule
Flensburg
= . . Univgrsity Fuf
Krimmung und zweite Ableitung Applied Sciences
Ist f: (a.b) — R zweimal differenzierbar, dann gilt fiir alle 2 € (a,b): N
Innovative]
@ Hochschule
(i) fist konkav auf (a,b) < f"(x) <0

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

(ii) fist konvex auf (a,b) <« f’(x) >0 @

koukav, rechitsgekriimont
Beispiele

@ Die Funktion f mit f(z) = —x? ist konkav.

@ Die Funktion g mit g(z) = x? ist konvex.

konvex, linksgelkriimmt
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Extremwerte einer Funktion

Hochschule
Flensburg
g - - - - * B B University of
Definition (Minimum und Maximum einer Funktion) Sei f eine Funk- Applied Sciences
tton mit dem Definitionsbereich D. Dann heifft x.,0. Mazimum von f, wenn usgesichne i
I e,
v nnovative of
) < T . Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Enstprechend definiert man das Minimum &, durch

v

Globale Extremstellen reD f(ﬂ") = f(-“l'fmm)

Lokale Extremstellen - In einem Streifen

Extremstellen = waagerechte Tangente!
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Lokales oder Relatives Extremum

Hat eine Funktion an einer Stelle &y ein lokales Maximum oder ein lokales
Minimum, so ist an dieser Stelle die Steigung der Funktion und die erste

Ableitung gleich Null

4 flx)

Frlaga) =10

_lr'll:.'.':n:_] — 0}

fzg) =0

Achtung! Die Umkehrung gilt nicht:

Wenn f(wq) = 0 ist, muss die
Funktion an der Stelle ;5 weder ein
~x  lokales Minimum noch ein lokales

¥ o2

Maximum besitzen.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Erste hinreichende Bedingung flur Extremwerte

X Lokales

(=]

F

Maximum

(=%

/

W Fun]ctmn f(x)
Ablettung f‘(@
bleitung £ (k)

[35]

N\

/
|

[

Nullstelle

von f"(xo)

N
/

Pau

g
=

ol

|
/ f"(x) <0
|

l

<

W/

Ist eine Funktion f in xy zweimal differenzierbar und es
gilt f'(x) = 0, ist weiter:

f"(x09) < 0, dann liegt in x, ein lokales Maximum
vor.

f"(x09) > 0, dann liegt in x, ein lokales Minimum
vor.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r

Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

9 )Zweite Hinreichende Bedingung fir Extremwerte

Lokales Maximum -
Tangente parallel zu x-
Achse, d.h. Steigung gleich
Null

Ableitung gleich Null und
Steigung wechselt das
Vorzeichen von + zu -

Lokales Minimum—>
Tangente parallel zu x-
Achse, d.h. Steigung gleich
Null

Ableitung gleich Null und
Steigung wechselt das
Vorzeichen von - zu +

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[
Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Zweite Hinreichende Bedingung flir Extremwerte

Sei f an der Stelle xy und in einer Umgebung von x, differenzierbar.

Wenn f'(xo) = 0 ist und f' an der Stelle x,, einen Vorzeichenwechsel von ,,+“ nach ,-“ hat,
dann ist x, lokales Maximum.

Wenn f ' (x,) = 0ist und f’ an der Stelle x,, einen Vorzeichenwechsel von ,-“ nach ,,+“ hat,
dann ist x, lokales Minimum.

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r

Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Lokales oder Relatives Extremum

Beispiele

1. Die Funktion f = a? hat die Ableitung f'(x) = 322,

also insbesondere f/(0) = 0, 0 ist aber keine Extremstelle von f.

2. f(z) = z* hat in g = 0 eine Minimalstelle, es ist f'(z) = 427,
f(x) = 1222, also f"(0) =0

f(x) = 42” hat in 0 einen Vorzeichenwechsel von ,,—* zu ,,+*;

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ o
Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Extremwertaufgaben

Losungsverfahren fiir Extremwertaufgaben

Von einer zweimal differenzierbaren Funktion f(x) 4Bt sich der groBte (bzw. der
kleinste) Wert in einem vorgegebenen Intervall (a,b) wie folgt bestimmen:

@ Berechnung der im Innern des Intervalls (a,b) liegendenjFelativennviaximan

@ Der Vergleich dieser Werte mit den Funktionswerten in den/Randpunkten des

Intervalls ergibt den gesuchten groBten (oder kleinsten) Wert der Funktion
f(x) im Intervall (a,b).

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ o

Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen
Wendepunkt / Sattelpunkt

tf(=)

Wendepunkt
(Sattelpunkt)

Wendetangente

Wendestelle
Wendestelle (Sattelstelle)

F

A
B o

konvex konkav konvex

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[ o
Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Wendepunkt / Sattelpunkt

/ Steigung der Tangente wird vorher immer
/ kleiner

/ - Wendepunkt, d.h. die Steigung der

- Tangente minimal

s Die 1. Ableitungsfunktion hat Minimum,

—> die 2. Ableitung ist an der Stelle gleich
/ Null

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

r

Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

64



14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen
Wendepunkt / Sattelpunkt

@ Hinreichende Bedingungen fiir einen Wendepunkt:

Ist f: (a,b) — R genigend oft differenzierbar (mindestens dreimal),
rw € (a.b), so hat f in zw einen Wendepunkt wenn

J(zw) =0 und [ (zw)#0

@ Wendepunkte mit waagerechter Wendetangente, d.h.

f'(xw) =0

heiBen Sattelpunkte.

z.B.xy = 0 bei f(x) = x5 ; ‘

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

ry
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Kurvendiskussion - Eigenschaften

1.  Den maximal moglichen Definitionsbereich bestimmen,;

2. Die Nullstellen und den Schnittpunkt mit der y-Achse angeben;
3.  Symmetrieverhalten

*  Achsensymmetrisch f(—x) = f(x)

*  Punktsymmetrisch f(—x) = —f (x)

Extremstellen

Wendestellen

Krimmungsverhalten

N o Uk

Grenzwerte der Funktion um die Definitionsliicken und fiir plus/minus Unendlichkeit oder an
den Definitionsbereich-Grenzen ausrechnen

Wertebereich von f(x).

Skizze des Funktionsgraphen

o

Hochschule
Flensburg
University of
Applied Sciences

ausgezeichnet als:

[
Innovative o
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern
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14. Ableitung — Grundbegriffe
14.3 Anwendungen

Kurvendiskussion - Beispiel

Hochschule
Flensburg
L2 U ch £s . University of
Wir diskutieren die unktion f(x) = e~ % I Untersuchung auf Symmetrien Applied Sciences
Die Funkiion enthdlt nur gerade Potenzen von x, ist daher gerade,
ausgezeichnet als:
2. Bestimmung des Definitions- und Wertebereichs »
Die Funktionen x® und ¢ sind fir alle reellen Zahlen definiert. Davaus folgt Innovative
fiir den Definitionsbereich D = R. Die Bestimmung des Wertebereiches stellen Hochschule
wfr‘ zunﬁ{'hsﬁ zur‘ﬁck_ Eine gemeinsame Initiative

von Bund und Léndern

3. Bestimmung Nullstellen und y-Achsenabschnitt
Die Erponenliolfunkliion hal keine Nullsiellen, somil hal auch [{x) keine.
Fl0)y=e =1,

4. Auffinden von Unstetigkeiten
Beude Funktionen sind im Definitionsbereich stetig. Also st auch f{a) stetig.
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Kurvendiskussion - Beispiel .I

Hochschule
Flensburg
& 2

University of
Wir diskutieren die unktion f(x) = e~ % Applied Sciences

ausgezeichnet als:

Iy
Innovative
Hochschule

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

5. Asymptoten
Fs gilt

=2 ) _a?
lim e = lim ¢ =10

=00 T =00
Daher ist die x-Achse sowohl fir v — —oc als auch fiirx — 2o die Asymptote.

fi. Auffinden der Extremwerte, Steigen bzw. Fallen Wir berechnen die
ersten drer Ablettungen.

flr) = )
fllz) = —e T
fz) = (~1+ad)e ¥

.]F”I{:U} = (3;{5 = J:S}C{_HT
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14. Ableitung — Grundbegriffe

Kurvendiskussion - Beispiel

14.3 Anwendungen .I

Hochschule
Flensburg
i diskuticren di , < || Wir suchen die Nullstelle(n) der ersten Ableitung. Da die Exponentialfunktio Universtyof
Wir diskutieren die ffunktion f{ﬂ.") =g = T SUCRET die INULLSTE If‘f(/ﬂ-) e ersien ERLUrLg. LA dle SArpoTieTiiii fwn; L0t Applied Sciences
keine Nullstellen hat, qult
ausgezeichnet als:
Finsetzen in die zweite Ableitung licfert / . . o »~
fiwo) =0 —2p =020 =0 Innovative
') =—e" <0 Hochschule
Also liegt dort ein Marimum vor. Der Funktionswerd dort betrdgt 1. Damit
steht auch der Wertebereich W =]0. 1] fest.

Weiter gilt

fx) =0 fir ze]0,x]|
Sz) =0  fir x€]—o0,0]
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14. Ableitung — Grundbegriffe

14.3 Anwendungen

Kurvendiskussion - Beispiel

Hochschule
Flensburg

2

Wir diskutieren die Funktion f(z) = e—% || Wir suchen die Nullstelle(n) der ersten Ableitung. Da die Exponentialfunktion K;‘j,‘;f;ﬁ“si?,jms
keine Nullstellen hat, qult

ausgezeichnet als:

Ly _ . _ P | ol
filag) =06 —20=0& 20 =0 Innovative ¥
') =—e" <0 Hochschule

Finsetzen in die zweite Ablettung licfert

Eine gemeinsame Initiative
von Bund und Léndern

Also liegt dort ein Marimum vor. Der Funktionswerd dort betrdgt 1. Damit

steht auch der Wertebereich W =]0. 1] fest.
Weiter gilt

& Funktionshild

fx) =0 fir ze]0,x]|
Sz) =0  fir x€]—o0,0]

7. Untersuchung des Kriimmungsverhaltens (konvex, konkav, Wende-
punkte)
Fiir die Nullstellen der zweiten Ableitung gilt

fllaw) =022 —1=0sz, =+1

=
=
et
b —
]

Da f"(£1) # 0 sind dieses Wendepunkte. Fiir die Vorzeichen der zweiten
Ablettung gilf

f'(x) =0 fir xc]-—oo,—1]
Flla) <0 fir ze]-1,1]
fx) =0 fir ]l o 70
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